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Vorw ort. 



Der zweite Band der Sohncke'schcn Aufgabensammlung hat 
in der hier vorliegenden Bearbeitung eine ebenso tiefgreifende Um- 
wandlung erfahren, als der erste. Die Gesichtspunkte, welche bei 
der Revision des ersten Bandes leitend waren, sind auch für den 
zweiten Band massgebend gewesen. Sämmtliche Beispiele sind neu 
durchgerechnet und dabei eine unverhältnissmässig grosse Zahl von 
Druckfehlem fiüherer Auflagen verbessert worden. Die Regeln und 
Lehrsätze, welche den einzelnen Beispielgi appen vorangehen und 
welche dem Studirenden in gedrängter Darstellung eine Uebersicht 
über die am häufigsten zur Anwendung kommenden Integrations- 
mittel bieten, sind den neueren Methoden gemäss vollständig um- 
geändert. 

Das Gapitel über die Integration rationaler Differentialausdrücke, 
welches seiner Reichhaltigkeit wegen als das brauchbarste der ur- 
sprünglich Sohncke'schen Bearbeitung anzusehen ist, wurde beinahe 
unverändert beibehalten. Dem Gapitel über die Integration irratio- 
naler Differentialausdrücke ist eine durch die Wichtigkeit des Gegen- 
standes hinlänglich motivirte Aufinerksamkeit geschenkt worden. 
Jedoch wurden in diesem und dem darauf folgenden Gapitel scdche 
Beispiele, die eher in einer grösseren Formelnsammlung als in einem 
Uebungsbuche ihren Platz finden, weggelassen. 

Um einem längst gefühlten Bedürfoisse und damit zugleich 
wohlbegründeten Aussetzungen an der Sohncke'schcn Aufgaben- 
sammlung gerecht zu werden, sind derselben fünf neue Gapitel ein- 
verleibt worden, nämlich die drei Gapitel: Integration zwei- und 
dreigliedriger Differentialausdrücke, Näherungsweise Berechnung be- 
stimmter Integrale, Doppelintegrale und dreifache Integrale und als 
Anhang die beiden Gapitel: Integration gewöhnlicher Differential- 



VI 

gleichungen und Variationsrechnung. Dass in dem Abschnitt über 
Variationsrechnung nur Beispiele einfachster Art aufgenommen und 
auf die Untersuchung der zweiten Variation nicht eingegangen 
worden, wird namentlich jeder Lehrer, der in der Variationsrechnung 
Unterricht ertheilt, begründet finden. Selbstverständlich konnte es 
sich an diesem Orte nicht um Vollständigkeit weder in der Aus- 
wahl der Beispiele, noch in deren Ausführung handeln; es musste 
genügen, den Studirenden durch Vorlegung einiger interessanter 
Beispiele aus diesem Gebiete mit der Operation des Varürens ver- 
traut zu machen. 

Die Sammlung enthält sonach in ihrer jetzigen Gestalt Uebungs- 
material zu dem gesammten Unterricht in der höheren Mathematik, 
wie er gewöhnlich an Universitäten und polytechnischen Schulen in 
drei bis vier Semestern ertheilt werden kann. 

Dem Bearbeiter der vierten Auflage haben ausser dem Uebungs- 
stoffe, welchen er in seiner mehrjährigen früheren Stellung als 
Assistent am eidgenössischen Polytechnikum in Zürich für die Re- 
petitorien und Uebungsstunden angesammelt hatte, wesentliche 
Dienste geleistet die trefflichen Werke: Freuet: Becueil cPexerdces 
SV/r le calcul mfmiUshnal, Boole, G. A.: Treatise on differential 
eqaations, 1872, J. Todhunt er, M. A.: Researches m the Cdladtis 
of Variations, prmcipally on the theory of discordmuous Solutions. 
London and Cambridge^ 1871, Sellett: Elementary Treatise on tJie 
Gdlciüus of Variations. Dublin 1852 und Stegmann: Lehrbuch 
der Variationsrechnung und ihrer Anwendung etc. Kassel 1854. 

Wenn es ihm gelungen ist, durch diese Neubearbeitung der 
Sohncke'schen Aufgabensammlung sein bescheidenes Schärflein zur 
Erleichterung und Verbreitung der mathematischen Studien beizu- 
tragen, so fühlt er sich für die darauf verwendete Zeit und Mühe 
reichlich belohnt. 

Lausanne, im October 1876. 

H. Amsteln, 
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I. Unbestimmte Integrale. 

A. Integration algebraischer rationaler Differential - 

ausdrucke. 

§.1. 

Gmndformeln und allgremeine Regeln. 

Bezeichnen f{x)y fi(x), f^ix), . . . beliebige Functionen der 
unabhängigen Veränderlichen Xy so gelten die allgemeinen Regeln: 

l'fLf,{^)±f2(^y]dx « ff,{x)dx ±p^{x)dx. 

II, jAfix) dx -= Ajf{pß) dx. 

Bedeutet femer u eine beliebige Function von äj, deren Diffe- 
rential du in Beziehung auf die unabhängige Variable x bekannt 
ist, so ergeben sich aus den entsprechenden Formeln der Differen- 
tialrechnung folgende Grundformeln: 

III. ju^du = ~ w"»-»- ^ +C, 

wo m irgend eine positive oder negative, rationale oder irrationale 
constante Zahl bedeutet, welche von — 1 verschieden ist. 

Für m = — 1 tritt an die Stelle dieser Formel die folgende : 

IV. r^"" ^hi-hc. 

J u 

Tl. /•_^L_== 1 z«±^ + a 

J a* — u^ 2a a — u 

S h n k e*8 AufgabensammliinK. IX, 1 



§. 2. 
Integration mittelst PartialbrueldBerlegrung'* 

Ein Partialbruch ist ein Bruch, dessen Zähler eine Constante 
und dessen Nenner eine Potenz von der Form (x — a)™ ist, wo ni 
eine positive ganze Zahl bedeutet. 

Jede rationale Function F(a;) von x lässt sich in die Form 
eines Quotienten bringen, dessen Dividend und Divisor ganze Func- 
tionen der Veränderlichen x sind: F(x) = —V i • Ist f(x) vom 

m*®", (p(x) vom n^^ Grade, so heisst die Function F(x), wenn m<fi, 
eine acht gebrochene und wenn m^n, eine unächt gebro- 
chene rationale Function. Jede unächt gebrochene rationale Func- 
tion kann durch eine geordnete Division in die Summe aus einer 
ganzen Function vom (m — n)^^ Grade und aus einer acht ge- 
brochenen Function zerlegt werden. 

Wenn a eine a- fache, i eine /9- fache u. s. f. reelle oder com- 
plexe Wurzel der Gleichung y(ic) = ist, in welcher der Coefficient 
von x^ gleich 1 vorausgesetzt wird, so besteht nach einern Punda- 
mentalsatze der Algebra die identische Gleichung 

(f (x) «= {x — af' {x — hf . . . y 
und die Function F{x) ist in folgender Weise zerlegbar: 

<f{x) ^ ' {x-af {x—af-^ *• — « 

-h U. S. f. , 

WO die Grössen A^^ A^, . .. A^J^^ i, B^^ -B,, ... jB^-_i u. s. t 
Constante bezeichnen und G{x) eine ganze Function von x bedeu- 
tet, die sich auf eine Constante reduciren oder auch gleich Null 
sein kann. Die Abtrennung von G{x) geschieht, wie bereits erwähnt, 
durch Division von f{x) durch ff>ix). Hierbei ist die Division so 
lange fortzusetzen, bis der Grad des Restes niedriger geworden 
ist, als der Grad des Divisors. 



1) Kommen in y(jc) nur einfache Wurzelfactoren vor, ist also 
etwa (p ix) = {x — a){x-Tb){x — c) . . . , so kann angesetzt werden 



{oo — a){x — 'b){x — c) ... X — a x — 6 x — c 

Der Werth der Constanten A ergibt sich nun dadurch, dass 
man beide Seiten dieser Gleichung mit {x — a) multiplicirt und 
hierauf X'^a setzt. Es ist demnach 

A. fM 

{a — h)(a — c) . . . 

Auf analoge Weise werden die Zähler der übrigen Partial- 
brüche, Bi Cy . . . erhalten. 

Anm. Für manche Fälle der Anwendung ist die Bemerkung 

von Nutzen, dass man auch hat ^ — ' , ^ • 

2) Besitzt 9>{x) mehrfache Wurzelfactoren, ist also etwa 
€p{x)^{x — a)" (x — by* ..., so ist folgende Zerlegung möglich: 

{x—af{x — hf... {x — af (^r-a)«"* **' •^— « 

+ + 

+ G(x). 

Zur Ermittlung der Constanten A^, J.,, ... ^«_i multiplicirt 

man beide Seiten dieser Gleichung mit {x — a)" und entwickelt so- 
wohl den Zähler f(x)^ als auch die im Nenner übrig bleibende 

Grösse (x — 6)'' (x — cy' . . . nach steigenden Potenzen von (x — a), 

wobei nur nöthig ist, die Entwicklung bis zum Gliede (x — a)"~^ 

fortzusetzen. Durch Division ergibt sich nun eine gleichgeordnete 

fix) 

Reihe flir -J • Die Identität der so erhaltenen 

{x ^b)^{x — ey . . . 

Reihe mit der Reihe 

Ag -\- A^{x — ») + ... + -^„._.j (x — a)""~^ H- . . . 



bedingt die Gleichheit der Coefficienten gleich hoher Potenzen von 
{x — a). Hierdurch sind die Grössen -4.^, ^,, . . . bestimmt. 

Die Constanten Bq, jB,, . . . J5/9 i, C^» C'i» • • • ©^c- werden 
auf analoge Weise gefanden. 

Die complexen Wurzelfactoren machen keine besonderen Me- 
thoden erforderlich. Kämen z. B. in y (x) die complexen Wurzel- 
factoren X — {a-hßi) und rc - (a— ßi) mfach vor, so würden die 
entsprechenden Partialbrüche die Form haben: 

• / /. •\ttt 1 I • • • "t" /> • "l 



(x — a — ßi)'" (x — a — /*»)•"-• * ' ' x — a — ßi 

(» — a + ^i)» "*■ (a; — a + /yi)"-! "^ • • • "»" a; — a+ßi 
Wenn sich dann durch Coefficientenvergleichnng etwa fände 

P -u O V = 9 + hi _ (g + At) (j> — g t) g P + fe g Ap-gg 
-f„ -t- V,.» ^:^. ^^ - ^»4-2* ^i + qT -*- ~pt 4. qi • *' 

so wäre P, = «P ± *? und Q,^ %2 ^l ' 

Wenn sämmtliche Wurzelfactoren von (f (x) reell sind, so lässt 

sich / - -V-T äx zurückführen auf Integrale von der Form 

J (p{x) ^ 

J m + 1 J (x — a)^ (m — l)a;*"^ 



A 



^"^ ^l{x-a) + C, 



X — a 

welche sämmtlich nach den Formeln III und IV zu behandeln sind. 

Conjugirte complexe Partialbrüche, deren Nenner vom ersten 
Grade sind, werden vor der Integration vereinigt. Dadurch gelangt 

man zu Integralen von der Form / ^ - ' ^, ax, auf 

welche nach einiger Umformung die Formeln IV und V anwendbar 
sind. Es ist nämlich 

r2P(x — a) — 2ßQ r 2{x — a)d x _ 

J (x-af^ß^ "^^ " V (ä: — a)» + /J» 



X — er 



_ 280 r ^ p r <^[ (^ -« )'+/>'] _ 

Conjugirte complexe Partialbrüche dagegen, deren Nenner von 
höherem als dem ersten Grade sind, werden zuerst nach Regel III 
integrirt und deren Integrale dann erst vereinigt. 

Anm. Es ist gleichgültig, ob die Abtrennung der ganzen 
Function G{x) vor oder nach der Bestimmung der Zähler der Par- 
tialbrüche vorgenommen wird. 

§. 3. 
Beispiele. 

Vorbemerkung. In sämmtlichen Aufgaben über unbe- 
stimmte Integrale ist, um Raum zu gewinnen, im Resultate die In- 
tegrationsconstante entweder ganz weggelassen oder dann, wo es 
zweckmässig schien, ein bestimmter Theil derselben mit in das 
Resultat hineingezogen worden. 

1) Jx.dx^^xK 2) fx^ dx^\x\ 

3) rx-.dx — ^.x-^K 4) r^ ^ 

J w+l ^ J X^ X 



X 

''^ Ix 



8) J^x^.dx-^ylx'^- 9) /*5^«» . die - 3 . y^»'. 



12) J i^ — Sx + bx^-^-lx^) .dx = bx- lx^+^x^-^\x\ 



8 



9 



21 



22 



/72^_^ A_A\ da; — + ^ — ^ + - • 

y \ «* «* «* «* / " "" a; a;* x* x* 

fl 4 — 4+ — - 4 +7*« ).d* - - A + A + 3«« — 

J \ X* X* X J ÖX* X 



— Ax -\- x"*. 



J -iT- - — . dx = (fa;* + 6) . ylx. 

/ (2 4- 5»)» . dic - 4x+\Qx^+\^x* = ,'5(24-5a;)».*j 

/(2a; + 3a;*)» .dx — 2x*+ V«* + 9a;« + V«'- 

yd - 3x-h2x^)'.dx — a; — 3a;»+ Va;» - 3a;* + |a;*. 
/a;»(3 + 4^«»)» .dx" 9a;» + »,V«* V^*+ SV**^^+ V**- 

AV. (Vi - 2 V««)» . <ir - -jVa;» V«* — 2a;» + jja;» ^x - 

— V'** V ^• 
f{2^x+ i^ - 9a;)' . da; - 27a;» — Vx* V«*+ 12a;» + V«^«*. 

•' y( X 

pl-^(6il^+S^x+^L)\dx = 

- 21| v'«»"+ 2bj\ '^x" + 7^^x^ + 201 '^x^~+ 18 ^¥- -^. • 

Va; 

23) A«» . (V «"+ 1) . (2 - >/ «)» . da; -= J Ja; ^^ — |f a:* V«* + 

24) AV^' — 2^«*)» . (Vi' + 4 V«') .dx-x'A ,?,a;»V"ar — 



72a; . 16 



25) f4xHl2 — X*) (6 — i.x*)* . dr - (Ga;« — 4a;»)«. 



*) S. di« Vurbemerkung. 



26) 



28) 



33) 



A n l : 4a;ni2 — ar») (6 — I «»)» - 4 (12« — «•) (6«» — i«» j», 
ßr* — ^x* — » u. 8. w. 

f—^, .dx - lia* + x*). 



''' /5W^^'^-=*^<«* + ^--*-^)- 






m — nx'^-{-px^ 



»' /T^-Tr?-«^-'' ' 



4«» 1— 2x 

31) y^:^.^«- I J(4+2x). 

'''^^ /'2& . <?^ " ia; - V . «(2 + 3«). 



/4TO-'^-^'«.^<^+^')' 



/' 3^ 1 

(2+3**)» •''^'°~ 4(2+3«»)* ' 

Setzen wir 2 + 3«* — «, also Qxdx = dg, so wird: 

./ (2+3«»)« ^'^ 1 ^^^ 4ä» 4l2+3^' 

' y (4+3«+5i»)»'"^ 4+3« + 5«»' 
3ß) f ^^f^2x) ' ^ ~ ^'"** - A«* + T^a; - A ^ (2«+l). 
37) y ?^,.d«-^«« — 2«»+V«* — 108«+405i(3+r)+~- 



13 - 6«i:^» - y 4^r--3r» - * "■''**"^ 1 
^^) J —5+6« — «» " y 4- («-3)» ~ * ' 



2 

«-1 
5 — X 



2 . 2«+l 



^^ / «» +t +T " vT *'''*^8 



V3 * V3 



8 



41) r ^ -j-W i-i-^- gg. 

J l+x — x^ ^5 Vö + l — 2« 

/' 3da; 

^^^ J (x^-2x+h^ '^' 3(a;-l)' • 

Durch Zerlegung in Partialbrüche erhält man 
a;»— 2 1 2 1 



(a;' — 2a; + 1)> (a; — 1)« ^ (a; — 1)» ^ (a; — 1 )' 

.^. / a;»— 4r*+l , 29— 30a;+6a;* . ,, „, 

+ ^i(l+2a;). 
An. r 5 , / 1 . 12\ 1 .,,/ 5-6a; ^ 

5 

[Man setze 6 gleich einer neuen Veränderlichen.] 

•^^ y (2a;+3a;»)« 

1 r l87 . 231 ^3 , . 729 , . 243 _^i 
"■ 3(3a;+2)» l 40 ■*■ "Tö"* "*" le""^ ''' 32 "^ "*" 32 J 

1\ a; 



.^ 



^ 64 3a; +2 
= 2430a;» ?2a;+3) 1^" 162+162a;-180a;H 645a;'-129ftg«-2935a;«] 4- 



172 , 2a>+v) 

?§9 a; 



52) 






x^ — l 

X 



= l [(«+!)* . (05—2)» . («—!)»]. 

— 17 ? (z— 2a) + V l {x—Sa). 
„, /•7a;»+6 , 3{b+2x) . .,. ,/a;-5 

•^> yx«^:5i»'^--25^ + ***H-V 

ö^> /-^-h£&=I2- • '^ ■= 5(i!2, + *^ ' ^-+2)+i t K-- 3). 
RQv r x*-i-l , X . , (a; - 1)* 

^^ J x«-ar-»:f:ä^*-¥ • '^ - - (x-T)> + ^ "T- ' 

^^ J x*-Sx»+lSx^-21 ' ^ ° l6ra;-3? + W ^(^ - 3) -h 

/• 5— ar+6a;*+5a;»— a;;!^ , 2a;»+7a; - 3 

^^ y 'a;»-a;«-2»«+2iB»-hc— r 2(a;»— as»- «+1) ■*" 

-1-7 _£z^ 

"*'^-'(5Ti)'* 

. /• dir 1 J 1 97 _ 

^^ J x'^-^-x^+a* • " 2«» X ■** "2(1— a;) ''"'''* 

— { l (l—x) — i l (1+x). 

r a;*-h»*+l , a;» — 3a; , x 

62) y ^(^1:^)4- äx^-^, ^-q:^, + rV ^^^1 +Aarctanga;. 

+ 5 arctang(a; — 1). 

^. fbx* 27a;*+55a ; — 41 x-1 

•^^ y (a;*-4a;+5)« *"" (a;-2)«H-l "^ 

+ 1 i (a;*— 4fl;+5) + 2 arctang (x-2). 

^^ y 1^"*-^ da: - k 4- 



'+1)* ^ l-Hc' 
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/7rc 



V«*+ 12 



67) /■ 



42 ^ a; 

+ - 7- .arctang — r=r- 

37^3 2V3 

^ . da; = — K— , + . + i l(x^+t) + arctauga;. 



«•+«* 3«* X 

pa\ / •2a;»+3 , , ,, . Q^^ 1 , a; — V3" 



4 ia; + --:=: . arctang — , 



G9) f^jz^ .da'-\l(x-l) + \l {l+x+x'^) - 



1 , 2aH-l 

;— arccotg ,-- ■• 

V3 ® >/3 

„ /• ^ ^ 2— 2a;— 5a;^ , , a;«— 1 

^ y a;»+a;i— a;« — a;» • 4a;*(l+a;) ^ «*+l 

7n /• 5a;'' + 8a; — 20 , 83 41 

' J (x-4)»(x^ — 4x+8) 4(a; — 4)» 4(a; — 4) 

— 14 ?(« — •*) + fM(a;* — 4a; + 8) — , \ arccotg (|a; — 1). 

„ov /• 3a; + 2 , , ,a;» + 2a;+3 

'^ ya;« + 5a;»+13a;« + 17a;+12^ ^^ a;» + 3a; + 4 ■*" 

.3 ^ x + 1 13 ^ 2a; + 3 

+ -— T- arctang -t^ r^^ arctang -;-=— 

n'2 V2 2^7 V7. 



J a;« + a;* + l ^3 ^ 



2a; + 1 



^^) / 



. 1 * 2«-l 

■^n ""'«-TT- 

a;* — a;* — rt* , 1 , a;* — a; V 5 + 1 . 



1 , 2a; + l 1 , 2ä:— 1 

arc tg —r- 1 ._ arctg 



2V^3 ^ >/3 2>f3 VS 



Anl. : Es ist 



u 

o;* — X* — x^ 



x^ — 2x^ — x'^ — 2x^-^\ 

Ma;*-f-a;« + l ^;r*— 3^' + l/ - a:* 4- a;« -h 1 

■*"*U-4-a;— 1"*"^:» — a? — 1/' 

(Vergl. Aufg. 73.) 

r x^dx 

'^^ y a^ — 2x^'¥a^-i-x^ — 2xT^ ' 

Anleitung. Der Divisor ist ^{x — 1)* (ä;*+1) = 

= (:«:— l)^(a?'+arV2+l)(a:» — a;V2*+l); der Quotient wiid hier- 
nach gleich 



2(*-l)«"2(a;-l) " 4 ' a;» + a;V2 + l 

V2 + I a; 



4 a;t_a;v'2 + l 
Nach ausgeführter Integratiou erhält man als Besnltat: 

- 2(^^+ U(ic- 1) + ^^^ ^^* +a;V2 + 1) - 

— '^^^ arctg («Vä + 1) - 5^^^ l (a;'- - a; ^2 + 1) — 
-^^i^arctg(ajV2-l). 

7ö^ r ^ _ ^ ^ _^ 

^ y («' + x'^y (2p - 2) a* ■ (a» + ^^)"-' 

{2i> — 2) a* J (a» + ä»)»-» ' 

X (l I ;l'^ — — ^ux^ 

Aul.: Bildet man d;-^-; — r^S "" . i . — .^„l. äx--^ 
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a' 4-a;' — 2g te» + a» — a') ^ _ 1 — 29- 

+ 2a*g T-5 — ^s . I , so folgt durch Integration: 



und hieraus 



/ cfa? 1_ X 2q — \ r dx 

(a* + x^)^-^^ "" 2a^q {tC- 4- x'Y '2a^q J{a^-^ x^Y 



Für g' + 1 =*|) wird demnach 

1 X 



/' dx 



-, 4- 



2p — 3 / dx 



™) /^ä 



«fcc 1 X 

^^+^p ~ (i> — 1) . (2a*) * (a» + a;*)" 



zp — 6 j dx 
2a*(i> — r)V (o» + «Y"' 



i\p-i 



+ 



2p — 3 X 

"*" (1) - 1) (j) - 2) . (2«»)» • («» + a;»)'-ä ■*" 

(2i) — 3) (2p — 5) X ■ 



+ 



(i> — 1) (JP — 2) (i> — 3) . (2o»)» * (o« + a;*)P-3 
(2p — 3) (2p — 5) (2p — 7) a; 



(i* — 1) (i» — 2) (i> — 3) (i) — 4) . (2o*)* • (a» 4- a:»/-* 

. (2p — 3) (2p— 5).. ..5 . 3_ a; 

•■• (i»-l) jp — 2). . . . 2 . 1 . (2o*)P-> • a«+a;» 

(2p— 3)(2 p — 5).... 5.3.1 _1_ X 

+ Ip . 1) (^ _ 2) ....2. 1 . (2a»)P-i • a *^*'*^ a ~ 

_J *°^\2 p-l) (2 j)-3) . . . (2j)— 1-2Ä;) 

° 2p- 1 ^ (i)-l)(i>-2)...(i>-l-ÄJ' ' • 

X (2p— 3K2p^) . . . 3 . 1 

• (2o')»+* («*+«>-'-* (i>— 1) (i>- 2) . . . 2 . r(2a«)P-' * 

1 X 

, — . arctang • 
a a 



• • • • 



(ä» - x^y " 2(^T)ä* (a* — a;»)P-» "*■ 
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2 p— 3 / • da; 
2(i>—l)aV («»—«*)'-» 



_ 1 *°y ^(2 p — 1) (2p— 3 ) . . . (2p — l—2k) 
~^P-^ki« (jp-l)(p-2)..r(p~l-k) ' 

X (2p — 3) (2 p — 5) .. . 3 . 1 

• (2a*)'+» (o> — «*)»-»-* "•" (p~l)(p-2),..2.l ' 

a , <*_+? 

• (2a»)' • o^^a;' 

Der Gang der Auflösung ist ganz derselbe wie bei der vor- 
hergehenden Aufgabe. (Vrgl. Aufg. 78). 
„,, /* dir 1 , (» + «)* . 1 ^ xJE 



^3 2a^aj 

l , (a + «)* 1 ^ 2a; — a ^ * 

ß~i ^ "1 : — i "* r=" arctg- — p= — h ^-. ) 



Q,,. r ardx 1 , (a + a:)* , 1 . X}/I 

^^> y«»+ii — 6«^^-irs^+7«+^ **•«**"« 2« :r 

^ J a*+x*'^ 4aV2' * «» — 00:^2 4- x* 

+ 2 . arctang ^rz^jj 

y «* + «* °" 4a V 2" •• la« — aa;V2"+ÄV 



^^^ /i«fii-'^-^^(«* + ^)- 



+ 2 arctang *^-^|j]. 



*) S. die Vorbeinerkuug. 
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91) / -r^ . rfa; = — i ?(a* — ä;*). 
y a* — a;* * 

92) In dieser und den folgenden drei Nummern soll folgende ab- 
kürzende Bezeichnung gelten: 

^ Ha^-2axcos{n'\'X^)^Po; arctang ^ ~^;^^„ = ^o ; 



93 



94 



95 



96 



97 



asm fn 



K l (a^ + 2ax cos in + ä;*) = P« ; arctang .— =— ^ = Qi* 

Dann wird 



05-^^5" 5^- [4^(^ + «)~^oC08|7r4-PjCOsi7r+ 



+ ^0 sin in -f- ^4 sin |7r]. 

J^Tx^^ 5^ • [— *^(^ + »)— ^oC08|7r + P, C08i;r-I- 

+ Öo sin l^r — ^, sin i;?]. 

/*x^ .dx 2 
- r-* « = ,r-5 [4 ^^+ ö^) + Pa cos ?;i — Pi cos in + 

^ + Öo sin Jtt — ^1 sin ^ti]. 

J^fiTx^ = ^[— .li(Ä + a) + PoC08i7r — PjC0s|7t+ 

+ öo si» i^ + ^1 sin 1^]- 

y a*H-rr* ^ ^ ^ 

In dieser und der folgenden Formel soll folgende Bezeichnung 
gelten ' 

^Z(a;*-2a;c08?^-7r + l) = P*; 
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2*4-1 

a; — cos n 

Sin -TT 

n 



Dann wird, wenn n grade ist 



/t=i„— 1 



r dx 2 ;-. ^ 2*+i 

/ z " = — - 21 i^ . cos TT _l_ 



98) und wenn n ungrade ist 



^2 4-.^ . 2A + 1 
H Z, V* • sin TT; 



n— 3 



r *»^ 1 li^^ . 2 ^ p 2A-f 1 ^ 
/y"^ — z=— Hl+a:) 2 P* . cos TT-f 



^ 2 ^^ . 2/: + l 

99) Wenn diese Bezeichnung gilt: 

^ Z p* — 2a; cos - tu- 1 j = P4 ; 

2i 

X — cos — TT 

arctang 2k^ ^ ^* ' 

sin - 7t 
n 

dann wird für ein grades n 

r dx 1 , 1 + a? 2 ""^r^T. 2k 

I z~- — ~ — ^ t z 2^ P, . cos n-i- 

«=i 

4=1«— l 

H ^ v^k . sin TT, 

•« *=l « 

100) Um das Integral für ein ungrades n zu erhalten, darf man 
nur in Nr. 98 das x mit — x vertauschen. 

■.nl^ f ^ 3x'x^ + b) . . ,5- . I— 
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^^^ / 12T"^ = i« — 2\>/l5 arctang ^ W|"- 

103) /|^r*£ - 1«» — 2a;» + 4« - J V 6 arctang a; V 2 • 

' y (15 — 9a:*)» 162 (5 - 3a;*)» 

Die Lösung dieser Aufgabe wird bedeutend vereinfacht durch 

die Substitution a;» = z. 

,„, / 128a;* ,^ 3a;' — 11«» — IIa;» + 3a; ,,1— a; 
105) J^^^HYY ■ ^ (F^=l? +^ ^-+-a;- 

i^)A^»-=^^rÄ- 

Subst.: x"^ r^z. 

1_ VT + ^VJ 

8^6 V3-a;>/2" 

]1 a?* 

• (^»3:5)«"""*"^i*~-^' 

Subst.: a;» — j». 

— ^1 arctang x. 

"*^^ /ä^^fe a;»-li(3-2a;'). 

Subst.: a;» = Ä 

„,x / 24a;* d a; x^ , , (a? + !)* . 

^*^'' / (27-|-8a;»)» 27 + 8a;» ^ * a;» — fa; + | ■*" 

+ tVV3 . arctang - • 

3^3 

112) / T^Zr-fg;*)^ ■ 



a;" 



(5— 7a;»)»' 5(5 — 7a;»)» 
Subst.: a;» — z. 



^3> /^ 
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Subst. : x^=^z. 



^^> 72:4:5^ -30-25-^ 2'^Tö ^'•«^^"g-Tr • 

^^> /(if^'-'^^'- 2(1 + 0:*) +9^(1+^)- 

Subst.: a;*-=jsr. 

^ / 7a? + 3a?* "" ^ ' 7 + 3aj** 
Subst.: x^^z. 

^ y a:*(l— ä;*)»"" l—a;* i* (1 — a?*)" 

Subst.: a:*=-iE?. 

^^^y^-^^S-^- Subst.: :r' = ;.. 

21) y ^7(jf - 2) - i* - 'i ^ 5*?=i- ^"^'*" ^*- *• 

/* 3a?' (2a7 i~~ ^ 

'^^^ 1 2 -h 5a?^ T3^* "* ^ arctang rr — V 6 . arctang a: V | • 

oo\ r dx 1 . 5a; +2 

23) Js + ix+bx* - Vü • ^'■"^^ Tn- 

9il\ T— — §^__ z ^^~^ 
' Jb- 7a;+ 2«» ~ a; - 1* 

2^^ fbT2xTx' — « — ^ (ö + 2« + a;*) — I arctang ^-^ — 

26) /rr-: : — ^»vi = öTi-: : — s, -t-4 t(l + a;+a;*) — 

"^ »/ (1 +« + «*)* 3(1+« + «') 

5 ^ 2a;+l 

S o k n e k «'s Aofgabansammlani^. U 2 
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9x*dx .. . X — 1 



29a:« + 21a:» + 90a- + 400 
6(10- 2a;+a;V 

l9«^ r 12<to _ , ^» 772^+3 

^ 7x(6 + 7a: + 2a;*) 6 + 7a:4-2a:» 2a;+4" 



129) 



n dx — 3 4- 9a: + Ha;' + 16a:» 

J x*{\ + x-\-x^)'^~ 6a;Hl+a;+a;*) 



^^^> /(i 



x^ dx x^ — 2 

+ 

1 , 2a:* - 1 

+ ^arctang-^ 



(1 — x'^-\-x^)'' G (a:* — x^ -^ l) 



Subst.: x'^0, 

X' dx . ^x* — 9 



^^^^ L-ioxhx^ = " ^ J-r ^"''^^-^ ^'="- 



1 



1^^' /a:»+ 5^ + 6-"'*^ a: + 2 

^^3)/ff^S-I-^-37lT2J+^^'--i>+'^^(^-^2>- 

.jj. /» a:» — 6a; * + 3a: — 9 , 280a : -H 939 

^ J a^+ 14a:» + 73a:» + 168a; + 144 " (a; +3) .a; + 4) 

+ 264 Z (a: + 3) — 263 ? (a; + 4). 

13^^ fx*^fx^-ul-12 • '^-M ^(- + 4) 4- 

+ 4|^(a! — 3) — •Ai(«+1). 

7=r- arctang a: y 4 

7V3 

ia7. r a;» + 4a: » + 6a: 1 . , , (x' + 2)* . 

1^" 7 J«T2^»T3F+4Fr2-'*^"iTl + * * a: + l "*" 

4>/'2 ^ a; 

+ -%— arctang -j^ 

ö V2 



1» 

a;» — 114a;» — 68a; +68 



. OQ V r a;* — 114a;' — 6Ha; + C» , 

' J 24«* — llte« + 35a;»— 14a;» — 26a; + 12 

,r a;* + 2 /4T+31 . /ö- . « 



1 — x^ , a; 



^3^^/i»T^;^-'^=^ 



(a:» + a;+l)» a;» + a;4-l 

, .^ /• 3a;« — 5a;» . 74 - 20« 

J a;» — 5a;* + 8a;» — 4<ia;» + 16a; - 80 * *""' 29(a;» + 4) "^ 



a; 



+ ilf arctang |- + |Hf « (»* + 4) + ViV l i^ - 5)- 

141) Wenn /? > a» ist, wird 

/( a - \-hx) .dx a — ha . x+a 

xi -+2ax + ß ^ V^^^ ^'^''^ V^^^ 

+ i6 . U«* + 2aa: + /»). 
Unter derselben Voraussetzung, dass ß>a- ist, wird für jedes 
ganzzahlige p, welches grösser als 1 ist: 

^ .qs / * (a + ix) .dx b 1 , 

' J {x^ + 2ax + (ir " 2p — 2'ix^ + 2ax +ßy-^ 

{2p — 2) 0? — a^) • (a;* + 2aa; + /»)'-' 
(2p-3) 1 



(2p— 2) (2p— 4) (ß—a*)- '(x*+2ax+ßiP-'i ^ 

+(a—ba){x+a). ( (2p— 3)(2j>— 5) 1 V 

* (2p-2) (2p-4)(2i>-6)(/!f-o*)='* (a:»+2oa;+/?/-» "*"' 

1+ +1 

(2p— 3)(2p-5)....3 1 

r (2p-2)(2p-4)....2.(/»-a-)P-'*a;-+2aa;+/? / 

(2p— 3)(2p— 5)....3.1 (a —btt) x + a 

+ (2p-2)(2p-4)(2p-6) 2 ' (ß-a^y^^yl ß-a^^ ^^^ yiß=^' 

Anl.: Zunächst ergibt sich leicht, wenn ic- + 2aa? -f- /5^ « X 
gesetzt wird, 

Das letztere Integral wird gefunden mit Hülfe der Recursions- 
formel: 
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/dx 1 ?lh_ff 2p — 3 r dx_ 

zu deren Herleitung ein Verfahren dienen kann, welches dem bei 
Aufg. 78 angegebenen ganz analog ist. ^ 

143) Nach der in der vorhergehenden Aufgabe angegebenen 
P'ormel berechne man die vier folgenden Integrale: 

r dx 2a?— 1 . 4 2a;— 1 

1A4^ rx^dao __ a;^+3a;^4-3a;4-2 2 2x-{-\ 

i^Kx r(^ + 2^'**^ ^ .2 ^ 2a; 4-1 

^^> / (FT ^+1? - ^H^T+i + Vi^ ^'•«**"8 "TT ' 

146) r iix>'{'l).dx ^_ , 4a;^ — 3a;^4-2a;— 3 

. arctang -p= arctang x — ^l 



2>/3 ^ V3" --^'-^'- ^ a;i + l 

^^^•' ^^ (a;» + a;+l)»(a:^+l) "" (^+¥+17*^ 

a; + 2 X g — 1 

(a;» + a;+ 1)* "^ 5M^"^ 1 a;-^ + 1 

ist, so können bei der Integration die Resultate der Aufgaben 
144) und 145) benutzt werden. 

147) Wenn ß kleiner ist als «^ so wird 



A 



(g 4- b x) dx _ a — ba j a?+ « — yja^ — ß 



x^'h2ax + ß 2yja'^'^ß T-\-a'h^a^—ß 

+ ibl(x^'{'2ax + ß). 

148) Bei derselben Bedingung ß<ä^ erhält man für jedes ganz- 
zahlige 2?, welches grösser als 1 ist, folgende Reductionsformel : 

(a'hbx).dx b 1 



f. 



(»* + 2ax + ßy 2p - 2 • (»» +2ax+ßf-^ 



21 



(2j> — 2) (o» — /») * (x* + 2ax + ßy^^ 
2p— 3 1 



(2p— 2)(2p— 4)(a»— /?)> • («« + 2«« + ßy~* 

— (« -6«)(a;-f-g) . { (2p— 3) (2p— 5) 1 

'"*■ (2p-2)(2p-4)(2i>-6)(o»-/!;)» ■ (x^-^-2ax+ßf-^ 



(— 1 )f-H 2j?— 3)(2p— 5)...3 



{2p— 2X2i>— 4)....2 . (a«— /J)F-» ' a5» + 2ota;+/!f 
(— 1 )f-\2p —S){2p—b).....3 a—ba ic+o— V «^-;^ . 

(2p— 2K2p— 4X2i>— 6) — 2'2(o»— /jy-V«»— j» ' a;+«+Vä*^' 
(Yergl. die Anleitnng za Aufg. 142). 



1^») /^T 



«te 1 ,«+2—^2 



. l 



4a; + 2 2V2 * « + 2+^2 ' 

x + 2 — ylJ 



iRn\ r^*" 1 1^ + 2 — V2,,,, ... ,,,. 

^^^y^+4^+2 — 7T-^+2+VY'*"^^^'"*'^'*'^^- 



«+1 

« + 4 

,r+l 



^^ U (x'^ + 5x + 4)^ a;»+5a;+4 "*" 'T *a; + 4' 

i^qN r (a;+l)dx^ (x + l) ( g+j) 

^ J {x* + öx + 4)* " * (a;»+5a; + 4)» * x^+bx+4 

"*a:4-4 

ifiA\ /*_ ^•i^_ „ I §^±A. ,, _^±i__ . 

''*'' / (a;» + 5a; + 4)« 'T" («» + 5« + 4)» ''^^ (a;« + 5a; + 4)' "^ 

+ ""f a;« + 5a;+4 ^ '^*t * (^ :^ 4) 

.f. f.. r— (a;« + l^B* + 78a;* + 22Lr« + 335a;» + 254a; + 76) . dir 
löö) y _____ .__ 

I (&C + 8) , (31a; — 44 ) (536a; + " /') 

■°''^(a;» + 5a; + 4)«"*'***(a.» + 5a;+4)*'*"^'' a;»4-5a; + 4 " 
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Anl. Es ist die zu integrirende Function, wenn x^-\-ox-h4^X 

gesetzt wird, gleich 

X x-\- 1 X — 1 1 
X* ^ X» '*""^«""" X' 

und es können somit bei der Integration die Resultate der Auf- 
gaben 151) — 154) verwendet werden. 

156) / r-7 x^rT— ^-1« ^^ soll ausgeführt werden. 

Anl. Das vorgelegte Integral kann zerlegt werden in 

Für das erstere dieser Integrale findet sich nach Formel III 

Ä 



2 (w — 1) [(X— «)* -f- /J*]'«-* 

Das zweite Integral kann erhalten werden, indem man in 
Aufgabe 79 an die Stelle der Grössen x, a, p resp. die Grössen 
(x — a), ß und m setzt. 



B. Integration algebraischer irrationaler Dijfferential- 

aiisdrücke. 

§.4. 

1) Wenn eine Function F[x, (ax-hb) "* , (ax-^-b) » , (aic+6)P ,...] 
rational aus x und aus gleichen oder verschiedenen gebrochenen 
Potenzen desselben lineäil'en Ausdrucks (ax-^b) gebildet ist, so kann 

Fdx rational durch die neue Veränderliche t «= (ax -I- 6) *■ , wo r das 
kleinste gemeinschaftliche Vielfache aller Nenner m, n p . . . der 
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Cxponenten von (ax + b) bedeutet, ausgedrückt und demnach nach 
den in §. 1 und §. 2 angegebenen Regeln integrirt werden. 

2) Unter den Diflferentialausdrücken , die Irrationalitäten ent- 
halten und mit elementaren Methoden allgemein integrht werden 
können, sind diejenigen fiir die Anwendung von der grössten Wich- 
tigkeit, welche rational aus der unabhängigen Veränderlichen und 
aus Quadratwurzeln aus ganzen Functionen zweiten Grades ge- 
bildet sind. 

Es sei, wenn der Kürze wegen ax^-^^bx+c^^X gesetzt wird, 

wo a, b, c gegebene constante Zahlen bedeuten, F{x, ^ X) die zu 

integrirende Function, welche rational aus x und ^X zusammenge- 
setzt sein möge. 

Wird im Falle eines positiven a gesetzt: 

V a V«i* 4-2&^4-^ ^ ^{ax-hb)^-^(ac — h^) « {ax -f 6) -h ^, 
woraus folgt: 

ac — b^—js^ 



ax-\'b=^ 



2z 



, jBf* -h oc — 6* , 

aoar—- ^ ^ dz, 

2z^ 

z^^a V<w;* + 2fea; + c — (ax-^b), 
und im Falle eines negativen a: 

V — ^ • Vöw;* + 2bx + c — ^b' — ac — iax -f b)^ «» 

— ^b' — ac + (ax + 6) ä, 
woraus folgt: 

2z Vfc* — ac 



ax-^b-^ — 



1 + ^» ' 

1—z^ 



adx-^ — 2}lb^—ac . ..j— — Tyrdz, 

(1 + z^y 

V — a . ^ax^ + 2bx + c — \/6^ — ac 

so lässt sich mittelst dieser Substitution dasDifferentialJP(a:,^X)(fa; 
in Bezug auf die neue Veränderliche z rational ausdrücken, und es 
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kann hierauf die Integration nach bekannten Regeln ausgeführt 
werden. 

Diese Methode des Rationalmacfaens, obschon naheliegead 
und von grosser Allgemeinheit, wird doch nur in den wenigsten 
Fällen Anwendung finden, da sie häufig weitläufige Rechnungen 
erfordert. 

Kürzer führt im Allgemeinen die folgende Methode zum Ziel, 

. welche darin besteht, / F{x^ ^X)dx soweit umzuformen, dass die 

wirklich auszuführenden Integrationen sich auf die Anwendung der 
Grundformeln I. bis VIII. beschränken. 



VIL / - = arc sin — h O, 

VIII. f-r--^- - Uw-f yJu^Ta ) + C, 



wo a eine positive oder negative beliebige Zahl bedeutet. 

Die Function F wird sich im Allgemeinen als Quotient zweier 

Functionen. 6r(a?, yJX) und H(xl y/X) darstellen lassen, welche in 

Bezug auf x und ^X ganz sind; ferner darf gesetzt werden 

G^M-hN^IX, H^P-hQylX, wo M, N, P, Q in Bezug auf x 
ganze Functionen sind. Man erhält demnach die Gleichungen: 

IXx JX)^^^^^d3 ^ M+NylX _ {M-^NylX){P^QylX ) _ 
H{x,ylX) P+ Q,lX {P-hQylX){P- Q^iX) 

MP—NQX'\-{NP-MQ)4'X MP—NQX . 



pt — Q^X F^—Q^X 



NP—MQ ,^ 



• pi—Q^X 
oder in leicht verständlicher Abkürzung 

'S _L ^ / V S ^ UX 



wo S, T, Um Bezug auf x ganze Functionen sind. Die rationale 
Function -jp kann nach früheren Regeln integrirt werden, und das 
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/UX 
— - dx zer- 
T^X. 

UX 
lallt, nachdem man die rationale Function -^ in Partialbrüche zer- 
legt und wenn möglich, eine in Bezug auf x ganze Function abge- 
trennt hat, in einzelne Integrale von folgender Form: 

, /" dx ^. / aoa;'"+a|ic"'-*-|- . . . + a^ , 

/ ^ax^-k'2hx-^c ' }lax^+2bx^c 

X > dx A\ f {Äx-{-B) dx 

'' / (;r— *rVär*T2fea;+c ' / (ax'-i-2b'x-{-c)ylä^~2bx-i-c ' 

Der Werth des Integrales a) ergibt sich leicht auf folgende 

Weise: Wenn a positiv ist, so- wird der Reihe nach 

/dx I — r dx __ 

yjax^ -h 2bx + c / yla^x'^-{- 2abx-\- ac 

V^ ' yl(ax 4- b)^ -^-ac — b^ 

-= ~^llax + b'hyl{ax + b)^-{-ac — b^ + C. 

V a 

(Nach Formel VIII) ; 
v^enn dagegen a negativ und (&* — ac) positiv ist, so folgt : 

' Sax^ + 2bx-hc f yj — a^x^ — 2dbx—ac 

d {ax + 6) 



_ 1 r d {ax H 

V — a ' ^b'^ — ac — 



{ax + 6)^ 

= p=^ arc sin 4- C. (Nach Formel VII.) 

V — a yjb^ — ac 

Um das Integral ß) zu bestimmen, bedient man sich der Me- 
thode des Ansatzes. Es lässt sich nämlich zeigen, dass gesetzt 
werden darf: 

1— , . die = ( J.o^'"-i 4- ^1^»" 24-...4- 

' ^ax^ 4- 2bx 4- c 

4- Äm-^.X 4- ^m-l) V^^' + 2bx -i-C -h Am / -p--== n=r^^ . 

^ ylax^ + 2bx-i-c 
Werden beide Seiten dieser Gleichung differentiirt und mit 

^flw?^4-26a;4-c multiplicirt, so müssen die so erhaltenen Polynome iden- 

2* 
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tisch sein. Die Coefficientenvergleichung ergibt sodann (m+1 ) lineare 
(Gleichungen, aus denen sich die (m-fl) Constanten Äq, ä^, ... Am 
durch successive Auflösung berechnen lassen. 



Das Integi-al y) wird durch die Substitution o' 

dz 
dx == auf die Form ß) gebracht. Es ist nämlich 

1 
dx «= _ /- ^"^^ 



1 

z 



(x-ky^lm-+2ix+c ' , / / , , 1 \* 



g^ 



y/«(*+})V26(A+^-) 



-/ 



z'^-Hz 



h 



ak' H h -r + 2bk -h -he 

z^ z 

z^'-^dz 
^(aB + 2hh-\- cjz' + 2 {alc + hjz^-i-'n 

Die Ermittelung des Integrales ö) wird wesentlich erleichtert. 

wenn man vorerst das Differential — — — . — ^ — 

(ax^-\-2bx-h c) \ax' + 2hx + c 

auf die Form -y~ ^ — bringt. Diese Transformation 

wird erreicht mittelst der Substitution x = — ^ . Hierliei sind 

2^ + 1 

die Constanten m und n aus den Gleichungen 

amn -1-6 {m'\-n)-hc ^=0 , 
amn + &' (w^ + n) + c' = 

zu bestimmen, welche, wie sich zeigen lässt, in den beiden Fällen 
V^^ac, h^^ac, die hier allein in Betracht kommen, stets reelle 
Werthe für m und n ergeben. 

Es ist nun, wenn für y wieder x geschrieben wird, 
/'. {ÄiX'{-B^)dx . r xdx 



f ( n. , ^f 



{a\ x^ 4- c'i ) ^a^x'^ + C| * 
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Das erstere dieser Integrale kann mittelst der Substitution 
a^x^ 4- Ci «= t' in das Integral eines rationalen Dilferentialausdrucks 
verwandelt werden. Das letztere führt nach einer geringen Umfor- 
nmng zu einem der drei Normalintegrale 

. r dx 

J (X'' + jp2) y/q^ + x^ 
Diese drei Integrale werden am einfachsten durch Einführung trigo- 
nometrischer Functionen bestimmt. 



a 



Wird im Falle a) gesetzt 
x = qsinq>y 
dx = q cos (p d(f , 



'2== 



a;^ = g^ COS qp ; 



smy = 



X 



cos y 



taug (p == 



Vg2- 



X' 



X 



ylq^ — x^ ' 



SO folgt: 



/; dx r d(f> r 

(X- +i)2) ^^i_ -2 ^ J q^ sin V + p^ ^J 



d(p 
cos-y 



^Hang^y+ ;^ 



-/, 



cos-'y) 



d (tang (p) 



q^ tang^y 4-j)2(i + tangV) 
1 



/ 



d (tang y ) 
^P^ + 2^) tang^y +^2 



arctang ^-^^^ ' ^^^^ 



1 



Im Falle b) ergibt die Substitution 



arctang 



X 



yip^-hq^ 



p 4q^—x^ * 



a? = g' sec (p , 

COS^^) 

V^' — 2* == 2 tang y ; 



1 X 

COS y 2 



tangy 



sin 9) = 



' — 2^ 



V. 



ä;^ 



f 



X 
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/, 



dx 



2p Vi>* 4- q^ Vi^' + 2^ — P sin q> 



/' cos ^d(f>^ r d (sin qr) 
q^ -h j)*- 008^9) ^ J p'^-^ q^ — i>' sin'<p 



i 



1 ^ X Vi?* + g* + j; V*'* '^ ä"" 



Z 



2p Vp^+ g'* a? Vp* + q^ — p V^;* — q^ 
Wird endlich im Falle c) gesetzt: 



ic^gtang^, 
dx^q 



cos*^) ' 



Vä- + a;* == -^- ; 
^ cos y' 



tang y = — , 
cosy«= — 



sm 9> == 






so folgt: 

Je nachdem nun q^=p'^, so erhält man 
d(sin<3P) 1 



/, 



X _ r Go^tpdif ^ r cZ(sinqp) 

^q^-^x^" J 3*sinV+J^'*cosV 7 (g*— i)*)sinV/+p^ * 



/, 



{q^ — P^) 8in> -hp'"' p yjq^—p'^ 



arctang 



iucpyj^ — p^ 



sm 



P 



p yJq^—p^ 



arctang 



X 



V^* —p^ 



1 . 1 X 

.; sm 7> = -^ . ■— , 



P Vä* + ^^ 

(q'>p'y 

(g2 =jp2). 



z 



jp + sin ^ Vp2 — 2^ __ 



2py{p^ — q^ p — sin y Vp* — </ 

1 



7 i^ Vö'^ H^ ^^ + Vjp* — q^ 



2p yjp'*' — 3*^ p ylq^ + ic* — Vi?* — g^* 

(ff* <i?»). 
Anmerkung. Sollte die Anwendung complexer Grössen 
gänzlich vermieden werden, so müssten auch noch Integrale von 
der Form 



/ 



WO X' = ax' + 2b'x + c', ,, , , 

betrachtet werden. 

Wenn nun X' von X verschieden ist, so kann man setzen 

Ist dagegen X' gleich oder proportional X, so führt der An- 
satz zum Ziel: 

X- -/x 

"" ~ x»» ~ — vx+c. 

In beiden Fällen werden die Constanten C©, C|, . . . « und /^ 
durch Differentiation und nachherige Coefficientenvergleichung be- 
stimmt. (Vergl. die Anleitung zur Berechnung des Integrales ß). 
Beide Ansätze sind auch noch zulässig, wenn i'^ > ac ist. 

Integrale dieser Art können auch mittelst besonderer Recur- 
sions formein auf I - ^,— . -7=^ reducirt werden. Die Ablei- 

tung solcher Formeln mag jedoch in die Aufgabensammlung ver- 
wiesen werden. 

3) Die binomischen irrationalen Differentiale lassen sich 

p 
leicht auf die Form x^~^(a-\'ioc^)'* .dx bringen, worin m, n, p und 

q als ganze Zahlen angenommen werden dürfen. Sie können, wenn 

AM 

eine ganze Zahl ist, mit Hülfe der Substitution (a + to") = jei*, 

und wenn 1 h — I eine ganze Zahl ist, mittelst der Substitution 

— — — ==jg? rational gemacht werden. In andern Fällen muss man 



so 

sich begnügen, yx''^'(o+ 6a;") 'da; durch Beductionsformeln auf die 
einfachste Gestalt zurückzuführen. 

§.5. 
Bieispiele. 

1) r-%^. >= V^ (32 — 8a; + 3a;») ^4^2«. 
J v4 + 2a; 

, r dx 3 ^ V5 — 2a; — V 5" _ 

J x^4b^2x 50^5 Vö— 2a;+ Vö" 

y (a;» + a:*)Vl+a; Vl+«^ ^ 2*^ 

Vi + a; + 1 

4) f^^.dx f5^(3^^ir« [',»+«]• 

5) /V-— ^ « 3 v^;r^2 W ^'^T^ 4- 5] -h 75 i (v^^ - 2~ 5). 

J \x — 2 — 5 

6) f- "^^— ^(i+^)[ivrT7~i]. 

J 1 -f-V ^ 

— arctangV^ • 

— arctaug a;^ * . 

9) /• ^ ,^ 

J a;*(l — a;)» 

r_ _1 13 143 429 23023 7007. a; 3003^1 

l 4a;« 24a;» 96a;* 64a; "*" 320 64 "^ 64 i 

(l-a;)8 

" Vi— «+1 
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Man löse diese Aufgabe sowohl nach der Methode des Ra- 
tionalmachens, als auch durch Anwendung der Becursionsformel 

/► db^ ^ 1 g + 2jp /• dx 

.^+»(1 — ^)* px^{\ —X) » -^ a:P(l— ar) « ^ 

ITA / ' (Xi.dx ^ 2(5a:4-2) 
y (5a; +3)5" 25(5a;+3)ä' 

11) /7a;^V5n^.da:-(V— 2a: + a;^) . (5+2a:)i 

— arctangV4^ — 1. 



1 + 
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13) ff^^.(\x-^-^\x+^\).'.l{xlr'2f. 

y ic» ^(a; — 1)» Ua;« ^ 36a,» ^ 27«* ^ 81a; I ^ 

. SS ,^a;— 1 + 1 ,,„ /-3- , 2V«^ — 1 

15) /*a; V3a;+7 . dx^{lx — 1) (Sa; + 7) ^^T? . 

16) /Mp! . dx^ vy(H-T2^. H-2Z ^^'^1- ^ + 

^ 4 . ^2^+8 + 1 
+ -r= . arctang == . 

Vs " V3 

17) fix^x.il + x*)(2yl'z — x)^dx - I . «»V^— |a:* + 

18) /(V«» — 3^»»)*.(4V^— ^y^).(fo;~A-«'^ — W-«^ + 

+ Vt" • a;** — A . a;V + iVj . «W _ ^ j . a;«. 



19) f 






20) 



yj X 

r\A^n /«_±i^^^ ta±_hc^Y ^ a^haf^ .- jj 

Dieses Integral wird das eines rationalen Differentials, wenn 

(i + 6ic" 
man -; — ,, =j2ifl««- oder auch gleich einer solchen Potenz von s 
a +0X" 

setzt, deren Exponent der kleinste gemeinsame Dividuus aller Nen- 
^ ner der gebrochenen Exponenten von / ,, ^^ ist. 

/fjß n/jß 
^, — ,.. . Wenn man hierin 1 + a; = jS* setzt , so 

wird der Ausdruck unter dem Integralzeichen rational. 

Anm. Es ist eine nützliche Uebung, die Integrationen, für 
welche in dieser und den drei folgenden Aufgaben nur die zweck- 
mässigen Substitutionen angegeben sind, vollständig durchzuführen. 

oo\ /' Xyld-^-xf ' yjl — x TT ^ V.- 

22) / ■ ~ — — g. ■,^. r r-r-: — . dx. Um das hier vor- 

^ J yll+X .^a—xY'-^l-^X^il-X)^ 

liegende Differential rational zu machen, setze man :; - = s*. 

1 — X 



oo\ r x^ ii — x* . yjl -h X- , ,,, _. . 

2o) / ,. p-T ~ . . dx. Wenn man hierm 

^ J yJl — X' . [Vi— ä;* — Vi +it-] 

1 — it'^ 

o =• iS?* setzt, wird die Grösse unter dem Integralzeichen 

X "T" X 

rational. 

Subst. : ; ^ ^ z*. 

1 — x^ 

25) I (ax'{'b)^ . {ax-^-b'y . (Za;. Der Ausdruck unter dem Inte- 



gralzeichen wird rational, wenn m oder w+w eine ganze Zahl 
ist. Unter allen Umständen aber kann man folgende Rednc- 
tionsformeln anwenden: 



«)/( 



^ ' (»»+«+ l)a 

Anl. Es ist d{ax-hby(ax-{'b'y^ap{ax-{-by-KaX'{-h')'idx'\- 
+ a g (oa; -h 6)'' (a a; -h &')«-» dx =« ap (äw?+ft)P-^ (a aH-6')''-H«'^H-'>'X/-^ + 

* Cv 

— i^-b - 6')]da:+ a'^ (ax -h fc/ (a a; + V)'i-^ dx -= 

= (a g4-a>)(aa:+6)P(a'Ä;+feO''~*^^+(ö*'— a'ft)lH«ic4-6jP-Ha 1/)^ hlx. 
Demnach wird 

Für p=^m, j — l*=»w folgt hieraus die gesuchte Formel. 

^ ^ J (W + W4- l)a 

{m+n + l)a J 
r, IS , , ,,N . •, (aaj+6)'»+».(a'a;+6')-»+i 

0»ji^;zl> « . /Jao; + &r . (a'a; + 6')""+' • </^. 

(» — 1) (o & — oft ) y ^ ^ 

''^^ y (^T'fe) {alx + 6') ~ («6' - dV) • ya'x+b'f ' 

S b n k e*s Aafgabensammlang. II. 3 
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^ y (m+pn) . ö 



(m+pn) . fe 
(m + jrm) ,0 J 



28) / ä;^»»-» . (a + hx^^ . dx^ > — 

J ma 

ma J 

^9) /'a?'«-^ . (a + hx^y . (?^ - x^Aa+hx ^y ^ 
J m-\-pn 

^ J^ ' ^ Am-i , (a-i-bx^y-^ . drr 
m -\' pnj 

30) A— » . (a + ha-)-^^ . d^ = ^"^"^l^^iv' ""' - 

aw (p — l) J 

31) /«« VcT— «*)» .dx \x Vi—«* [«;• — Sa;* + ia;* + i^s] + 

+ T?T arcsin x. 
(Nach Aufg. 27) und 29) ). 

32) /a;' VU — «*)*• <^ = — I«* >/l —**[«* — 1^* + W — 

(Nach Aufg. 27) und 29) ). 

"^ J {(\—a^]-i Oyjl-x- - 

(Nach Aufg. 30) und 27) ). 
x^dx 2 — X 



arcsin x. 



34) f- —-— — = r. "" . ' «Nach Aufg. 30) und 27)). 

35) f f^ TT^^r • ^^^^ ^'^fg- 28) "»^ 29) ). 

•» a!*V(l — a;*)' 3a;* yl — a;* 



V(l — a;2)» Vi - Ä'- 

1 + 4a;» — 8«« 



(Ix — 1 + 3a:» ,,Vl - a;* — 1 



Jx'^a-xy 2a;*>/l — a;2 



a; 
(Nach Aufg. 28) und 30». 



Vr^^ I o,_i . 2y— 1 






( 2r-l)(2r-3 ) 
^ (2r — 2) (2r — 4) ^••* 

. (2r — l)(2r — 3)(2r — 5)....5.3 ] 
"^(2r — 2)(2/- — 4)(2r— 6)...4.2'^J "^ 

(2r — l)(2r — 3)...3.1 
2r(2r -2) (2r - 4) . . . 4 . 2 *^*'**"' *'• 

(Nach Aufg. 27)). 



38) / ■--; ■ — — — TT-Ti- • 1^ + 5 — —J • ^ + 



_2r^(2r-2) ,^ 
^ (2r — 1) (2r — 3) ^"" 

2r(2r — 2)(2r — 4)....4.2 1 
■*■ (2r — l)(2r — 3)(2r — 5)...3.1 J' 

(Nach Aufg. 27)). 



oQ^ /• ^ Vi— a;* r 1 j- 2'" — 2 , . 

^ yiSr^~Vr!r^'"~(2r-i).a?'-«l^"^2r-"3* + 



(2r-2)(2r-4) 
^(2r-3)(2»- — 5) ^■•■' 

(2/--2)(2f-4)....2 1 

^ (2r — 3)(2r— 5)....l J 

(Nach Aufg. 28) ). 



^ y «»'+' Vin^» 2r . a^-- • l * ^ 2r — 2 • * ^ 



(2r-l)(2r-3) 
^(2r — 2)(2r — 4)*^ ^••••^ 

(2r-l)(2r-3).... 3 1 

••■; ^ (2r — 2)(2r— 4). .. 2 J^ 

(2r — 1) (2r - 3) ... 1 , Vi — :t« - 1 
+ 2r(2y — 2)(2»— 4)...2 " x 

(Nach Aufg. 28) ). 
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41) / [(LI 'V 2hx -h ex*) ^ . dx = ; — —r; — 

^ J (n+l)c 



(n + l)c 



dx (b + Cic) (a + 2&a; -H co;*) *^ 



(a + 2bX'\-cx^)^ '^ 

(n—3)c r dx 

in - 2) (6* — ac) V" 



(a+26a;+CÄ;^) 



1\ 2 



— + 1 

43) / a;'" (a + zhx-hcx^) ^ dx= ^ — ^ . ..v 

J (m4-w+l)c 



2//* 4- n 
m- 



^^^i^ . ^ /'a;»"-Va -f 26^ + cx^y dx - 
hw + 1 cj ^ 

— - ^"'"?, • ^ A'"-2(a-f-2&Ä;+ca;*)2 rfa,. 



44) y 



ic"* . cfec a?"»-^ 



" -l 



(a + 26ä; + cx^) ^^ (w — m — 1) c (a+ 2to4- cx'^) ^ 

__ (»» — 2m) 6 r a?"»-^ . dx 

{n — m — 1) c ' f ** 



^ (m~l)a /' 

(w — m — l)c * J 






(a-i-2hx-\-cx^) 



n 
2\ 2 



"+I 



4ö) / dx «= z :r: ' -—. h 

J x"^ a{m — 1) a?"»-i 

n 

. h w — 2m + 4 r(a-{'2hx-\-cx'^) ^ , 
-\- . — / i^ i — dx 4- 

a m — 1 / x^-^ 



n 

c n — ^ ^. ^- 



a m 



m-i-3 f {a-\'2bx'^cx^)^ ^ 
— 1 J iJJJ=2 ^' 



Diese Formel verliert ihre Bedeutung, wenn die positive ganze 
Zahl m = 1 ist. In diesem Falle tritt an die Stelle derselben 
die folgende; 



4GJ / 
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X "" n 



" -I. 



+ bf{a+2bx + cx*y -'dx + d y(^±26?±?5V__W 
Bei fortgesetzter Anwendung dieser Formel gelangt man 

schliesslich zu einem Integrale von der Form / dx , 

welches als Summe der drei leicht auszuführenden Integrale 

/dx or r **? r xdx 
— , — - , 2t / -; , c I -. » 

Xyla + 2bX'¥€x^ -^ v« + 26a:-h«r* •/ v«4-2&a:+«»* 

dargestellt werden kann. Behufs Auflösung dieser Integrale ver- 
gleiche man die in §. 4 gegebene Anleitung. 

47) Wenn c eine positive Zahl bezeichnet, so ist 

/' dx 1 I— j 

. — -^ — 7--- l(cx-hb + ^ Cyla'\'2bx-\-cx^); 

Ha +2bx '\' cx'^ yc 



/?) wenn ausserdem noch ( 6* -+- ac) > ist, so ynrd 



dx 1 . ca; — 6 

arcsm 



yja^2bx'-cx^ yl e y/b^ -{- 



+ 26a? -f- cfl?* . <te =» — s — ^a-\'2bx'hcx^ + 

2c 



, ac — 6* /* da; 



48) /V« 

:/• ! 

2c 7 V»4-26x-}-ca?' 

49) / VonT^eir « ^x^aTx^ -\-{alix-{- y/a^lc* ) . 

50) / V«* — a?* dx^{x y/ä^ — rr* + ^a*J . aresin 

51) Bezeichnet c eine positive Zahl^ so ist 

a) / " ^^ _ L v^T2i^T^*- 

T^l{cx-\-b-\-4 ^a-^2bx-hcx^); 

/?) wenn ausserdem noch (oc + i^) > ist, so wird 
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6 ,cx — b 
-\ — p=^ arcsm . -^, 



52) Wenn a eine positive Zahl bezeichnet, so wird 

/da; 1 ^ a + boo-i-Ja Ja'\-2bx-A'CX^ 

x^a+2bx'{-cx^ yj a . ^ 

ß) ist überdiess noch (&* 4- ac) > 0, so wird 



^' xJ — 



dx 1 . bx — a 

= -r-:-- arcsm 



53)/ 



, — - _■ — __ — — T-~ »iv^öui — . =• 

\-^a-{-2bx-{'Cx'^ V a x^b^ 4- ac 

dx 1 



• -1 



(w + 2m — 4)6 /' dx 



(m — l)a f 



(n 4- m — 3 ) c f d^ 

(m — l)a ' / 



n 
.2\ 2" 



54) y^- 



ÄJ^^-'-Ca 4- 2bx + ca;^) 
Für m — 1 wird diese Formel unbrauchbar. Es tritt in diesem 
Falle an ihre Stelle die folgende: 

dx 1 



n * — I 



x{a+2bX'{- ex"') * (w — 2) a(a+2te-f ca?*) » 

1 r dx b r dx 

a I JL^x al 



-h 



a; (a +• 2te + ca;») « " (a-¥2bx -{- cx^)^ 

55) A, ^ «i [a;-2+ >/3— 4a?+ic2 ] . 

f V3 — 4a:-|-a?' 



da; 1__ . 5a? — 2 

Vn-4a? — 5i^2 "" ^5 



= -—- r aresin — ^ — 



67) f 



Ö9) / ,^J^ l(l + 2a; + 2VH-a; + a;»). 

J y/l+X + X^ 

60) /_i=. - iÜ+M . 

61) /— -^^^ = Vl+^T^« — ii(*+2a:4-2>/l"+^T^*). 

J ^1+x-hx* \2 4r 

— i Z ( 1 + 2« + 2 Vi TäT+J* ) . 

/JON /* «* • <i« / «* 5« 1 \ /,-— — : — ; . 

^^ yVIV^TP''r3"l2-24P+^+*'+ 

+ t\ Hl + 2x + 2yllTx+x*y. 

64) / Vi +«+«» da; — (4« + J) Vi +«+•«» + 

+ i ? (1 4- 2« + 2 Vr+«Ti» ) . 

65) /a;Vl+«+«*<*« — f (Vi +«+«*)* — i(« + i)Vl-HB+a;*~ 

— AKl+2a5 + 2Vl +« + «*). 

66) /«»Vr+iT^Äc-ICa; — 4)(VlTT+P)» + 

+ iV(«+i)(Vl + « + ^ + TKHH-2a;4-2Vl + « + a;»). 

67) fi^l+x+x'- )« d« — i (4 + «) (Vi+Ä+x» )» + 

+ A(« + 4) Vi +» +«' + 1% « (1 +2« + 2 Vi +« +«*) . 

68) /• ^dx ^ 2 + a: 

•' V(l+aH-«*)* ■ yll+x+x'^ 

69) r-r=£^M=. 2-_f:^L= + 

^ V(H-«+«»)» Vi+«+«* 

+ i(l + 2a; + 2Vl +«+«»). 

70) / * g» . da; _ 3 a;* + 7 a; + 5 
y V(l +«+«»)» ■" * ^1"+ «Hl^ 

— § ?(H-2a;+)2Vl + a; + a;*). 



M 



dx ^ j2-^x-2yjl-^x+x^ 



71) /-, - 

72) r , .-^'g - = - - vr+Ff^^ ~ 

J x^yll-^x-k-x^ ^ 



. ,2+Ä---2Vl+^ + a^* 



a; 



73) r -_^g °(-^ + j-Wl + ^ -t-a;«- 



a;Vl 

2 + a; — 2Vl + a; +a;* 



ii 



rr 



74) /* 



da? o (1 — a?) . ,24-a: — 2>/l + a^+a* 



+ l 



75,/ 



, 10a:+144-.-- 
aa: , x 



2-^-x — 2yll^x-\'X^ 



-f Z 



a; 



15 6 



37a; + 23 + ~ — 



y' (2a; a; 

a;» V (1 + « + «')* ~ " Vi + a? + a;» 



a;» 



. ,,2+a; — 2Vl+«+a;* 
+ 1 * 



a; 



^•+1 



77) l^ia^+bx^r .dx ^^^^^^Z) 

_ a(m + in) f ^-^^^+j,^)l^^^ 

Diese Recursionsformel soll sowohl direct, als auch mit Hülfe 
von Aufgabe 27) abgeleitet werden. Sie ergibt sich auch leicht 
als Specialfall der Formel 43). 

— + 1 

78) fx-n'iax-^hc^) ^.dx J_±^-^-J-^^- + 

a(»i — in — 1) / 

(Vrgl. die Aufg. 28) und 45)). 
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79) nax+ u4 .dx^ (a-i-2hx).(a^+i^_ 



(VrgL Aufg. 41). 



.- ! + 1 



80) /'(^^ + >.^»)-f ^^- 2(« + 2M.(qa:+&^') » 

4(« — 3)& /•, ^ „_ " +, 

(Vrgl. Aufg. 42). 
Durch fortgesetzte Anwendung dieser Formel gelangt man 
schliesslich zu einem der beiden folgenden Integrale. 

81) Bezeichnet }> eine positive Zahl, so ist 

/ -n ° -r^lia + ^hx + ^il yjax + bx*); 

^ax + ox* yfe * 



*'/7 



W — bx^ ^ b 



dx 1 . 2bx — a 

rcsm - 

X — r 



a 



/* dir 
. — r- « aresin 
v2ra? — a?* 

-=^=======r « — ^2ra; — a?» + r . arcsin ^^^. 

V^rtc — x^ r 

84) f~^ ^>/2l^:r^« + |r«arcsin^^ 

/ yl2rx — x^ ^ ^ r 

/oj3 dx • 

^2rx- x^ y/^rx-x^.l^x^ + lrx + ^r^] + 



, e j, . X — r 
+ ^r' arcsm 



ggx /* da? .^ ^2rx — x^ 

J xJ2rx — x^ rx 



87) f ^ =, —. ^^ ^) V^ra; — a?» 

/ ir* i/2ra;— a?^ 



^2ra;— a?^ 3r*a;* 

3* 



ii 



r ^^ — -^ (3r^ -H 2rx + 2x^) ^ 2rx —x- 

J x^ ^^rx—X' \br X 

89) / 42rx — x'^ . dx.^ 4 {x — r) yj2rx—x^ + 



■•4 9 * X V 

-f \r^ arcsin 



90) I xyj2rx — x'^.dx { {2rx~x'^)i -i-r N2rx — X'.dx. 

x'^ yl2rx—x''- ,dx=^ — {\x + f^j) (2ra — x'^)^ + 

92) /a:3 ^l^rx — n.- . d:r = — (|a:^ + ^^rar + ^"^r^) (2r^ — rc*)' + 



^r» / V2r 



',3/ 3?" • dXt 



93) f^^dx =v^-+4a; + 2i(rc+2+ V^2-*-4a;). 

94) /' i^— .'^ wird 

J (x-\-p)yla-\-2bx-\-cx^ 

a) wenn a-\-cp- > 2hjp ist, 

1 , [ >/a 4- 2fca: 4- ca;-' -t- Va — 2bp + (^y^ 



yla—2hp+cp^ *■ « +1» 



+ 



fe — cj» 



r.] = 



/?) wenn a-i-cp^ < 2?>jö ist, 

1 , (b — cp) (x + «) 4- a - 2bp-^cp- 

== —^====^ . arcsm ^^ ^— ^ . ^ ; 

y\2bp — a — cp' (x + p) yjb^ - ac 

y) wenn a 4- Cjp- = 27^i> ist, 

yla-\-2bX'\'CX' 
{b~cp)(X'\-p) 
95) Wenn zur Abkürzung a -{- 2bx + cx'^ = q^x) gesetzt wird 
so ist 
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r dx 



-\-2bX'\-cx^ 



_ r (a'-ß){z- \'l)dz 



Diese Transformation wird erreicht mittelst der Substitution 
X = — ■—?■ , wo a und ß aus den Gleichungen 

cajS + 6 (a 4- /») + a — 0, 

zu bestimmen sind. Die weitere Ausführung ist von den Vor- 
zeichen der Grössen ff>{a) und y(/!^) abhängig. (Vrgl. Pag. 26). 

96) /"- - ^,^ « ~~ i ailT^M-^Vs 

Subst. : X =» tang y. 

97) / -• — , == ~ --.^ arctg — r^= — . Subst. : :c==sm g>. 

98) r ^^ - - « ^_ i ^V5"jf2_V^^^ 
^ -/(ic«+4)>/^«— 1 4^5 x^b —24x'' — l 

Subst.: .)t;-=secy. 

fZ;^: ___1 , 6 Vl)^* +T + Sil; V35 

x^ + 4) /9a:^"+ 1 ~ 4 ^35 eV^^'* + 1 - 3^V35 * 






101) r 

f X 

102) /• 



Vi 

(ia; Vi -^ ^"^ 



2 >/l ^ >^i X 

dx 



{x+p)yJl—X^ 

1 1 II I lf)J[^ 

oder = , . ai'csin — ~— , wenn w' > 1 ist. 
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103) r — ^=_= 

"^ {x—p)s\ — x^ 

« — ■ .61 1 , wenn »' < i, 

oder =« , : . arcsin ^ , wenn p'^ > 1. 

yip^ — l ^—P 

104) r ^_ « 1 /• ^§U= - 

^pJ(X'hp)yJl— X^ 

1 , 2) Vi — «* — ä; Vi —P' , ^ 1 

=- — . i ^— = . =^ , wenn p^ < 1, 



1 . x4p^—i 

— -===:- arctang — y-= — = 
p vjp^ — 1 j) vi — ^* 

1 . X ylp'^ — 1 

=« ; ^ arcsin /^ , 

jPVi> — 1 Vi>*— ^ 



; ^ arcsin , -^ , , wenn »*> 1. 

ylp^—l Vi>* — «* 



105) r — ^=_ = -i/!-^'"- 

106)/" ^=__=_/l±^. 

107) /• ^=^ - 

V (a;»— l)Vl — «' 

/ " dx _ r da ^ . 

" V (a; — l)Vr=ä» y (a; + l)Vr^Ä»~ V? 

1AQN r ^ 1 i XyfT+p^ 

108) / , = , arctang V_= ^ , 

•/ (a;» +!>*) V 1 — a;* i>V l+jp* J» Vi — «* 

^'/(a;*+i>»)Vl — «» 2yll+p^ Vl+lJ'+Vl— »* 
110) Air - «(a: + >/! + «*). 

'J yJl + X* 
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112, f-fi^^i 1_-^. 

J^Vl+a;' 1 + V1+«* 

113) f ^__-_L=.i ^,t^ , . 

114) r ^ 1 j a'-P 

•f (x—p)yll+ x* Vi +1»* 1 + ajp + Vi +P' • Vl+«* 

jjg r ^ i__ j x'Ji+ p*—p^i+x\ ^ 

J (x* — i>')Vi + «* ~ 2pVi +j>' « Vi +i»* +i> Vi + «' 

1 ,i>Vn-«*— «Vr+p* 

pyl +!>* VI?* — a;* 

116) / - — _ , — — , arctang , ^ ,wenni?*<l 

und = 1 I Wi>lriti^ Vl + ^' _ 

— — .— t -^-^ , — ^^ , wenn p^ > 1. 

117) r — ^=_. -_j_. 

J(a;» + l)Vl+«* Vl+a;* 



"» /(^ 



x.dx 



+ l)Vl + «» Vi+«» 

119) Ayi^ - i(« + V«'-i). 



120) f—j^^ 
J x^x^ — 1 



1 

arccos — • 

X 



1 1 -^px , ^ - 

=* , ^^ . arccos . — , wenn p' < 1 , 

Vi — i?* ic+i>. 

"^^ - ;p==l-'^ xTp ' wennjp«>l. 

^* (Lot 

Setzt man hierin — p für |>, so erhält man auch / pr:=_ . 

J {x—p^ix^—l 



122) r — ^,-- = 

1 ^ »V^* — 1 1 • p>l^^ — 1 

= — .- arcfcang -— ==r- =. — . arcsin - . ^— , 

wenü 2^* < 1 » 
oder = — . Z — ^^^^- — - — ^^ , wenn 2?*> 1. 



123) r 



124) /* ^ =%/■ 



y («—!)>/«> — 1 "" V «^^' 

126) A ^^_= .T=J=. 

127) r — ^ = - y ?^ - 



'^*/;5- 



da; 1 ,«72 —>/«'—! 



= — ^.r 



(x'» + l)>/a;» — 1 yl2' yjx^ + l 

129) / •■ — . = , . arctang , 

«/ (x^ +i»*) Va;* — 1 ^Jl + p* V 1 + 1>* 

J3QN r (ttx+^ß)dx ^ 

J {x^ + 10a;+ 41) V»* — 4a; + 13 

Diese Umformung wird vermittelt durch die Substitution 

m 

X = ^?^ J*^ ^Q M=3, w= — 7 die Wurzeln der Gleichungen 

mw — 2(mH- w)-l- 13 — 0, 
mw + 5 ( w 4- w) -I- 41 = 
sind. Das letztere Integral zerfällt in die beiden folgenden : 
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2 ViO ./ ( 4y* + l ) >/y*"+ 9 2 VlÖ / (4y » +• 1 ) Vy* +9 " 

3^+ /» i Vg + 2Vy^T9 jf -7« y V35^ 

8^10^35 V35— 2v'yM-9 2^10^35 Vy*+9' 

und wenn rückwärts y— ;, substituirt wird, so ergibt sich 

für das Torgelegte Integral 

3a + /? ^ (3 — a; )V7 + 2 V 2" ^ a:'' — 4xTl3 
40 V 14 (3 — «) vT — 2 >/ 2 V«^ - 4är+ 13 

+ '*^^arctgf-=^±MI-l. 
10^14 W 2 V«'— iar+lS-l 

l^n /* 1—2« dx / 3y + 1 dy_ 

^''^^ y 5«* - 18a;+ 17 ' ^iftc» -22«+ 13" / y' +4 * ^^^ " 

- A 3.ctang y^ -H 4- ^ 2_Vg+I+y V35^ 
V35 ^V 35 4^35 2V9y«+l -^35 

3 ^ JlOöf» — 22a; + 13 
= -75= arctang • — - — -r. + 

Vä5 (a; — 2)V35 

1 ^ 2j/ l0a:* — 22» + 13+ (1 — xU^ 
4V35 2 VlOa;» — 22a; + IB — ( l — a;jV35 * 

Subst.: a;-» , , , «»=-2, « = 1 sind Wurzeln der Gleich- 

y + 1 

ungen 

r>f»»— 9 (m + n) + 17—0, 

lOmn — 11 («*+ H) + 13 — 0. 

^^^^ /^'^^T8il^l7 • Vl0a;»-22a?+i3 "" 

„ /_ arctgVK^'-J^l 
V35 (a; — 2)V35 



^"^^V 5a;» - 18a-+ 17 * /iCh;^ - 22te + 13 



1^ i 2 yiOa;^ — 22a; + 13 + (1 — a;) >/ß5 . 
4 V35 2 VlOa-^ — 22a; + 13 — (1 — a;) ^35 ' 
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(Vrgl. die Anmerkung am Schlüsse von §.4). 

135) f 1 ^i= ^-T^. Vl=5-' + 7t- axctg ^^ . 

(S. die Anmerkung am Schlüsse von §. 4). 

Anl.: Man dividire Zähler und Nenner des gegebenen Diffe- 
rentialausdruckes durch ^1 -^ x^' 



137) f^ 



ax-= — X y-lx — arcsm a? H- v 1 — ^ 



Vi - a:» ^ 
1 l 2 = 1 ^2 — rr* — 



X X XX 

— aresin x-^-l 



x^ 



I4-VI — a^* 



138) f^-iL-^^dx^ — x—Ayll—x^-\~\0lix'^^-2A)-^ 
' 5 + vl— a;* 

,^ ,5+Vl— ^* . 25 . a: 25 ^ 5a: 

+ 10 Z T — h -7=:arctg -.-^ 7=arctg ,— .. -i- 

5-Vl — a?* V24 ^^24 ^24 ^V24>/l— »* 
+ 5 aresin a; «= — a; — 4 Vi — a;*+ 20 i (5 + Vi — a;*) + 

25 . / /oT Vl^^ — 5 \ . r^ 
+ -7= arctgl a? v24 ■ ^ , 1 + 5 arcsm x. 

V24 ^\ 24Vl-^^ + 5a;V 

139) /a;-t.(a + fea:« + ca;^V.cfcr (^ + 2i>n).c 

(m-l-2jpn)c / ^ 

_(^n^Z^nl± . /^-2«-i.(a + 6Ä:» + ca;«")^.da:. 
(w + 2jpn) c / 

140) / a?-"»-* • (a + 6af + ca;^)^ . da: == ^^ — '- 
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im — pn — n).b C „.. , , , o , 

ma J ^ 

(m —2pn — 2n)c C ' o- * , , « v , 

141) Wenn man der Abkürzung wegen Vö + /C/a:- + ya:* mit R be- 
zeichnet, so dient znr Reduction des elliptischen Integrales 

/' düc 
~— -— — p, w <0, folgende Gleichung: 

(T+nx^y-' •=- - (2 - ^i») (« - „ + „1) • / (14. ^ly 7 jj + 

+ 3 — 2» ja — '^+ ,1 . / r, . - *,-„ ,— ^ + 









/' da; 

zurückgeführt werden. Auch in dieser einfacheren Gestalt 
lässt es sich jedoch nicht im gewöhnlichen Sinne unter end- 
licher Form ausführen. 

Die analoge, aber einfachere Reductionsformel für den Fall, 
dass unter dem Wurzelzeichen nur ein Ausdruck der zweiten 
Dimension steht, ist folgende unmittelbar aus der vorigen ab- 
geleitete. 






(2p-4). ^ . f- 
n J ( 



ß r dx 



(1 +nx^y-'^ . yla'\-ßx^ 



Sohncke*s Aufgabeasammlaag. 11. 
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C Integration transcendenter Differentlalausciviloke. 

§.6. 
<^ruiidforineln und allgemeine Regrein. 

Wird mit u irgend eine Function der unabhängigen Ver- 
änderlichen X und mit du deren DiflFerential in Bezug auf x be- 
zeichnet, so sind als Fundamentalformöln zu betrachten: 



/ sin ti du = — cos u-h C, 

I tang udu^ — l (cos u) + C, 

'* sm w \ ^ 2 / 
r du _ 

/ sin -4/ 



sm-ü 



cotangM-*- (7; 



/ cos udu^wiu-\- (\ 

/ cotang udu = l (sin w) -h C, 

« 

/du 
I 



cos «* 
' du 



1 CO 



cos^w 



= tang ?/ -1- C; 



/' 



e«* dw = e"- + (7. 



Bedeutet F eine rationale Function ihrer Argumente, so kann 
das Differential i^isina;, cos^r, tangiP, . . ,)dx durch die Substitu- 
tion tang \x = t in einen in Beziehung auf die- neue unabhängige^ 
Veränderliche t rationalen Differentialausdruck verwandelt werden. 
Hierbei ist zu setzen 



sm^ 



2t 



cos X = 



1 -p 



dx 



2dt 



Diese Methode wird, ähnlich wie die Methode des Rational- 
machens bei Ditt'erentialausdrücken , welche Irrationalitäten ent- 
halten, nur in wenigen Fällen Anwendung finden, da sie nicht 
selten beschwerliche Rechnungen nöthig macht. 

Das Differential t\e^)dx wird rational durch die Substitution 

e^ ==t, dx= - ' 

Der Uebergang von den trigonometrischen Functionen zui' 
Exponentialfunction wird vermittelt durch die Euler'schen Formeln 
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&*^* -4- e ** . e*' — e~** 
ßTi « cos a:-\- ismx, cos a? — :; , sm a; = ^. 

Zur Integration von Differentialen, in welchen Logarithmen 
oder cyklometrische Functionen entweder allein oder unter sich 
vermischt oder mit algebraischen Functionen multiplicirt vorkom- 
men, (gemischte Differentiale), kann häufig die Methode der 
theilweisen Integration angewendet werden. Dieselbe be- 
steht in der Anwendung der Formel 



I udv^uv — J V du, 



durch welche ein Integral auf ein anderes reducirt wird. In dieser 
Formel bedeuten u und v beliebige Functionen von a?, du und dv 
deren in Bezug auf x genommene DiÖerentiale. 

Diese Methode, welche bei der Integration gemischter Dift'e- 
rentialausdrücke unentbehrlich ist, kann häufig auch in anderen 
Fällen mit Vortheil benutzt werden. 

§.7. 
Beispiele. 

1) a) / cos (px -hq) . dx*^ - .sin {px -f q). 
J p 

Wird nämlich px-{-q=^u, also dx^ — gesetzt, so ist 

/ cos {px -hq) .dx = j cos u.du^ sin (px + q). 
Ebenso ergibt sich 
/?) / sin (px -\- q) . dx=- — .cos (px + q); 



dx 1 ^ 

== — . tang (px -f q) ; 



*^ J co^Hpx -^ q) p 

/dx 1 
-7—7 r == cotff (r>^" -h q) ; 
^m-ipx '\- q) p ®^^ ^ ' 

^) / — ^ — r^ • ^^' = — • ^^^ 0^^ + ^i) ; 
^ J GO^'(px-{-q) p ^ 
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L) / . ' - . dx^ . cosec [px 4- q\ 

" J ^m^ipx -\- q) jp 

2) / sin (px 4- q) . cos (i?'ii; + q') . d:^; *= 

cos [(i? + j?0 a; -Kg 4- g O] _ cos [^ j? —p') x 4 - (g— gO] 

"" " 2(pH-j|>') 2(i)— i>') 

Anleitung : Man verwandle die linksseitigen Producte dieser und 
der beiden folgenden Aufgaben in Summen nach den bekann- 
ten Formeln: sin a . cos /? = ^ sin (« + /^) + j sin (a — ß) u. s. w. 

3) / sin {px-^- q) . sin (p'x -h g') • ^^ = 

__ sin Kp - p')x-\-{q — gO] _ sin [(j? 4-y)a; + (g-f gO ] 

■" 2(p-'p') 2(p+jp') 

4) / cos {px+ g) . cos (p*x 4- g') . dx = 

sin Kp — j?0 a; + (g — gp] sin [(p -j-p') ^' 4- (g 4- g Q] 

2(i>-~i>') "*■ 2{p-hp'y ~ • 

5)*) Aus den vier Formeln 

/<=« — 1 

COS'" X == ^^^' 4- 2«;i=:i 2 (29*)p . cos {2n — 2p>i;, 

1 \r-. 

cos2"+'ä; = -gg- 2 . (2w 4- l)p . cos {2n + l — 2p^x, 

/■=0 

sin-i« a, = i^"+ (_ 1)» ^-i-, 2 (-1 y(ßn\ cos (2»-2p) a;, 

psssQ 



2'" 



sin2n+i^_(_l)n 1 ;^ {-^l)p{2n+l)psm(2n—2p+l)x 



p=0 

ergeben sich durch Integration die vier weiteren 



*) In den folgenden Beispielen bedeutel (2«) und (2n 4- 1)-, wie gewöhnlich, 
den pien Binoroiai - Coefticienten der (2n)ten, resp. (2n 4- A)len Potenz. 



SS 



a) I GO^^^x . 



dx »^ 

/?) / cos^+'j; . dx « 

2»" • ~j ^' ■ 2n+ 1 -2p • 

« 

Nach einer anderen Methode findet sich auch 
/ cos^+' xdx^ / (1 — sin* xY d (sin x) — 



p^n 



ST / IN«/ \ sm^P+^ic 
2(-l)'^(n),-2^:f:y. 



y) / sin^ ic . 



dx — 

(2^)» .a-(-^)*'^~^ 1^ ('2n\ sin (2n - 2p) x 



d) fsh 



8in?n+i/p , dx '^ 

(-l,»+i cos(2n + l-2p)a ; 
2^;:— • ^ (- ly (^« -1- Dp • 2n+l-2p ■ 

Auf ähnliche Weise wie bei ß) ergibt sich 

/ sin^**"^* X . dx =^— / (1 — cos* ip)* d (cos x) « 

6) /c08*a? . da: =» |sin2Ä;+|a?; 

/cos'rc . da; «-sina? — ^sin'a; oder « 

«= j*^ sin 3x + l sin a? ; 
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Acos* x.dx^^^ sin Ax 4- 1 sin 2a; 4- |a; ; 

cos*' x.dx'^ sm a? — 2 — = — H .- oder 

3 o 

= Vö sin 5x + 4% sin 3rc 4- 1 sin o?. 
7) / sin^ x.dx'^ — | sin 2ii? + ^ru ; 



f 



ß 



sin* x.dx^ — cos 0? H- J cos* ic =«= * 

=- ^'y cos 3a; — f cos ä;; 
sin* o; . cio; « yV sin 4» — | sin 2x-{-ix; 



8) /si 



. . , ^cos*a; cos^a; , 
sin* X . ax^ — cos a? 4- 2 w p^ — oder 

=« — yV ^^^s 5a; H- ^»v cos 3a? — | cos x, 

sin"~"*a; . coB'^^+'a; . 



sin** X . cos"* X .dx=^ — 



m-hn 
n — 1 



4 : — . / sin**"-2a; cos*" x . dx. 



A n 1. : Es ist d (smPx cos^a?) ^p sinP~*a? cos^-^^a; dx — 
— q sinP+^a; cos'""*a? dx == p sinP~'a; cos*^~*a; dx — 

— (jp 4- ^) sinP+^a; cos*''~^a; dx, 

■ « 

folglich 



f 



. ,, . , sinPajcos^a? . 
sin''+* X cos''"' xdx = : h 



+ 



- / sinP ~'a; cos^^'^a; da;. 



Für (2>4-l) = M, g[ — l==#i ergibt sich hieraus die verlangte 
Reductionsformel. 

Dieses und die folgenden Integrale können auch dadurch 
gefunden werden, dass man sin a; = setzt. 
Hierdurch wird 
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/sin» X . cos" X . dcc^ j £?»(!— i?-)J^'"'"'^ . dz. 

Der Werth dieses letzteren Integrales ergibt sich mit Hülfe 

von §. 5. Aufg. 27) oder 43). 

r ' n. « 7 sin*"-+->.r . cos"-'ir , 

9) / sm*" X . cos* X . dx == : -f- 

J m-\-n 

4- . / sin^'rc . cos""^^' . dx, 

w+ n J 

Die in der vorhergehenden Aufgabe angeführte Gleichung 
d (sin^'i!: cos^'a:) = jp 8in''""'ir cos'"^^a: dx — q sin'''*"^^: cos*~'a: dx 
kann auch zur Herleitung dieser und der beiden folgenden 
Recursionsformeln benutzt werden, indem man, wo es nöthig 
erscheint, den Zahlen p und q auch negative Werthe beilegt. 

(sin ic)""**"* . cos x^-^^ 



-" . cos^a: . fltr == — 



n— 1 



10) fisinxy. 

n — tn — 2 f^. . s la 

n — 1 J * 

r , , . . 7 sin"*+^j; . (cos n:)-*+* . 

11) / sin'"a: . (cos rc)- " . dx ^ ~Z^ *" 

n — m — 2 /•. ^ . ^.„ - . 

-\ r - / «m*ic . (cosxi-'*+^ . dx^ 

n — 1 J 

12) a) /sin"a;da;=« — sin'»-*^; cos ä; H /sin^-^da:, 

/» 1 w — 1 /* 
co8*a; dx =* 008**-*^; sin x + / co8'*~*a; dx, 

\ r ^ ~ ^ ^21^ jL. ^ — ^ Z' dx 
' J sin"a; w — 1 sin»~*a: n — \ J sin*~^rc ' 

A\ r ^ 1 s inrg w — 2 / * da? 

y cos^a: "* w — 1 co8'*~^a; n—lj co8'*~*a: 

Diese vier Formeln folgen unmittelbar für m^O aus den 
Aufgaben 8), 9), 10). und 11). Behufs directer Herleitung der- 
selben geht man beziehungsweise aus von 

d (sin^a; cos ic), d (cos^o; sin o?), ^(-^-7-) iind di — ^j- 



r r 1 3 

\^)a) I sin^oos'xda; — 8ma;l — ^ ^ sin •« co« 'x + j^r-5 cos ''a; + 



15 . 45 



lU . « . 6 
45 



^^-*- 10.8.6. 4 ^'-^ + 10.8.6.4.2 ^^] + 



+ 20 8 6 4 ~2 *' '^^^ ^^ ^"^' ^^ ""** ^^'^^ ^' 



^\i sin *ir COS *a: + TjT-^ sm *a:co8*ar + 

^Iör8T6^"'^- 10.8%.4 ^'^~ 10.8^.4.2 ^^1 + 

45 
+ IQ 8 6 4 ~2^^ (Nach den Aufg. 9) nnd 12a)). 

^^ / sin *a; , . I sin ^2; 3 1 . 3 1 
'^ J oos*x i.2co8*a; 2.4cos*a: 2.4.5cos ^o; 

12 1 T , 24 . 

■*■ 2.4.5.3^S^J'*"2.4.5.3^8^' 

(Nach den Aufg. 8) und 12d) ). 

oder =^tang ^; (Nach Aufg. 11)). 

o r ^ ^ \ 8 

' J sin^orcos^rr 3sin^cos^a; 3sina; cos'a: 

8,6 sina? 8,6.4 sina; 8. 6. 4. 2 
■*"i.3.5cos*a:"^1.3.5.3cos 5:r"*"l.3.5.3 ^^^' 

V 

(Nach den Aufg. 10) und 12J) ). 

A . 1 8 8.6 

oder «1 -r-i-— -T- + ^ ^ .. .^ -h zr 



sin^co8*a; 5.3.sin^cos*a: o.3.sin*arcosa? 

8.6.4 cosa: 8.6.4,2 
~5.3.1.38in^a; 53.1 .3 ^^^'^• 

(Nach den Aufg. 11) und \2y) ). 

14) /-: =Ztanga;. 

^r. r ^ r ^ I ^ 

15) / -:— ^ 5-= / — 5-4- /-7— 5- = tanga;— cotga:. 

J sin 'X cos 'X J cos ^x J sm^x ^ ^ 

16) 1 cos^x^^xdx^{ /sin *2a: dx '^{x — y^ sin 4i:. 



$7 

J sin^a; - sin *a; 

7* da; , cosic , . 
-r-T— — — V "i fcotgo;; 
8iii*a: * 8m% "^ ° 

sm*a; 8111*^ 8m*a; 

18) / ^_i .-'^-I-Utaiig(i7r + Arc); 
./ cos'a? '^ co8*:r 

7- = 1 . — ^,- + 1 tang o; — tang x -f- i tang *a; ; 



COS 'a; cos *x 

* dx . simx , ^ smx 



j 

J cos *:z: cos *a; '^ cos 'x 
19) /cos "^xsiax.dx J . [^cosSx + cos a;]« —^ cos ^x; 

I cos'a; .sin^x . dx => — i .l\sin4x — x"]; 

/ co8*a; . sin 'a?. efc =- iV • [i cos 5fr — i cos 3« — 2 cosj?] — 

= — I cos 'a; 4- 1 cos *a?; 
fcos^x.sm^x .dx^^Kf.lisin6x — ^ ^4x — i sin'ia; +2a?]; 

/ co8*a; . sin^a: . da?«— Vt • [|cos Ix — | cos 5a?4-icos ar-l-5 cosa:] — 

«= — I cos 'a: -h I cos *a: — | cos '^x. 



ao) /. 



y 
j 



cos*a:.sina;.Äi:«— l.[icos4a; + cos2a;]-h C, = 

— — 1^ cos *a; + C» ; 

cos "a: . sin *a; . da:« — yV . [i sin 5a: + 1 sin 3a; — 2 sin a;] 

== I sin 'a; — J sin ^x ; 

» 

cos % . sin »a; . da; = jS . [^ cos 6a: — f cos 2a;] + Ci — 

— — i cös *;c -f- 4 cos •a? + Cj ; 

4* 
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/ cos h . sin *.i . <i^ -= ij T • [4 ^^^ ^^ — i '*^^^ '^^ — "^i^ 3a; -♦- 3 sin a* ] -^ 

=• l sin *ä: — I sin ''rr. 
21) / cos V . sin a . da; =^ — ^^-^ . [i cos oa; + cos 3a; + 2 cos a;] =- 



= — 4 cos *a; ; 



/oos *x . sin 'X . dx'^ 

= — f *^ . [ J sin ^x -V- \ sin Ax — | sin 2a; — 2a;] ; 
/ cos % . sin ^x . dx = 



/ 



== ^*4 . [f COS 7a; + 4 cos 5a; — cos 3a; — 3 cos a;] = 

=«= — 4^ sin ^a:J 4- 1 sin "^a; ; 

COS *a; . sin *a; . da; = -| 1^ . [^ sin >^x - sin 4a; + Sa']. 



22) Wenn der Kürze Yfeig'dii^{--\)\2m)hnp..h'^ Ky ^i's^i'iiy^irA. 

so ist für ein ungrades n 

r- 2m « / (— 1)^ %r %r si n(2m-h n-2jp)a 
/ sm ^»"a; cos "a; da? «== ,y> ./ , > A« — ^ -^^ - . 



f 



p=0 

und für ein grades n 



(~-l)' 

sin ^"x cos »»a; dx « ^^^ Jf(m+ J«) . x + 



(— 1)"' ^ * si n(2m+n-~2i>)a; 



23) Wenn a und ft positive Zahlen bedeuten, so ist 
a) für a<ft 



y 



da; 1 , dbfc + acosa;-f-^6* — a* . sina; 



adiftcosa; yjh- — a^ adzicosai 

oder wenn a = 6 cos a gesetzt ¥rird 

/ d x 1 , cos i (et- a?) 

a+ftcosif isinor ' cos|(a-ha;) 



5» 

■. r dx 1 , sin J (of — x) 

J a - cosx bsina Hm.i{a-hx) 

also auch f ^^^ ^ ^ l ^"^^" ~^^ 

Ja*- — V^ cx)%^x 2 ob sin a' sinfa+a:)' 

ß) für a>h 



/a±fcos."V„-^- "''**"« (^ f^-**"«^'^) 



1 a cos a; zb 6 

. arccos 



^a^-^b^' adbb cos x' 

oder wenn b'^acosß gesetzt wird 

/dx 2 

^T6cos-x'==a8in/?-^"^*^'^8(**^8*/^-^^8^^)' 

/dx 2 

-r T — ; ^ . arctang (cotg X /5? . tang A x) ; 

also auch / -= — j^ 5- « ^ . ^ . arctang 1 -^?^|- 

Snbst. : tang ^ a; « ^. 

- -. — .- geht für 6— p cos <J, 

/dx 
—: 7 T- oder mit Hülfe der Substitu- 
a -f- Q coa (0? — 0) 

tion a; = ;s + arctg -r in / ^- und kann somit nach 

'^ •' a4-cos ;gr. yo +c' 

a) oder /5^) behandelt werden. 

/• ^ 
— T-r-: — gestattet eine ähnliche Behandlung 

wie das der vorigen Aufgabe. Es kann auch aus / - 



dthcosx 

abgeleitet werden, indem man an die Stelle der Grössen x, a und ß 
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beziehungsweise ^ -^ x,-^ — a, ^ — ß setzt. 

25) Wenn a und b positive Zahlen bedeuten, so ist 

acos'^"4Tsin^^-7^ arctang ^ ^^ _tang.;j. 



«0 

Anl. Durcli flie EinfuLrung des doppelten Winkels wird das 

Integral auf die Form / : — -7 — \ rv zr- gebracht und kann so- 

mit nach Aufgabe 23) gelöst werden. 



sinx,dx 1 7/ -L 

— = rp --- . / (a±:b cos x). 

adzb cos X 

coBX.dx X a r dx 



26) f-^ 
J a-_ 

,^^^ r cosx.dx _^x^ar 

J a zt 6 cos X h hja±ib cos x 

9K , r cc^ßcosx aß—ba sinx 

^ J (a+ftcosa;)« •'*^ (w-1) (a^— 6*) V(a4-6co8a;)«-i"*' 

1 nn - l){aa-bß)+(n-2){aß—ba)co^x 

"*" (n-l)(a*— &2) • J (a+6cosiz;)»-» " ^• 

29) / («4-6 cosÄ;)»(a+/ycosa;). d»«= — ^ — r (a+6 cosa;)" . sin x -h 
y w + 1 

-\ I {a'\-b cos a;)«-^ . \\aa + -^ 6/^1 -f-ffta H — — r a/?l cos o? J . dx. 

30) Das Integral /•«+/>co8a?+ycos Wcos% + . ..^ 





bcosx)" 

zerlegt werden: Substituirt man cosic=«^, so geht die zu inte- 

grirende Function (abgesehen vom Factor dx) in eine rationale 
Function der Variablen is über, welche auf bekannte Weise in Par- 
tialbrüche zerlegt werden kann. Wird noch der Kürze wegen 

a-i-ß-j- +y xj +^ p"*"- ••'*/^(^)! gesetzt, so sind die Zähler der 
Partialbrüche der Reihe nach f ( — a), f ( — a), .-^ /*"(—«), 



— ^ — jr /*'"( — a), etc. Man hat daher die Formel 



J 



a-l-^cosa?-t-ycos^a;+<?c os^a;+>. . , 



(a-f-bcosa?)* 

/* dx r dx 



f\-a) r dx . n—a) /• d^ 



r dx f_irz^^ r 

J (a+6co8a;)"-8 1.2.3 J < 



4-... 



1.2 J (flH-6 co8a;)»-8 1.2.37 («+& cos rr)"-» 

Für die hier auftretenden Integrale gilt die aus Aufg. 28) für 

/5^ = 0, a«l sich ergebende Recursionsformel, welche nach einfacher 

Umformung die Gestalt annimmt 

dx b siux 



A 



A- 



(a-hh cosx)* (n — 1) (a* — 6*) (a-hftcosa?)""^ 
(2n— 3)a / dx n—2 / dx 



(2n — 3)g / dx n—2 / < 

"*" \n - i)"(a« - 6«) 7(a+& cos a;)""* (w— 1) {a^—V) /(cH-ft 

3,)/ 



cosa?)""- 

a'\rß sin fl? + y sm^a; -I- d sin ^a?4- . , 

(a-hftcosa?)* 

Dieses Integral kann auf elementare Weise in die folgenden 

beiden zerlegt werden: 






J.' 4-^co8*a;-4-C co8 *a?4- ,^ 

(a+o cosic)* 

Ä" -4- JB" cos % + (7' cos *a? + . . . 



sin a; . cZiT. 



(a4-6cosa?)" 

Das erstere ist von der Form der in der vorigen Nummer be- 
handelten Integrale, und das zweite verwandelt sich in das Integral 
eines rationalen Differentialausdrucks, wenn man cosa; einer neuen 
Veränderlichen gleich setzt. — 

32) / -. r— . r \ • dx^ — 5 — =:= . l(a-\-b cosa;) — 



. l cos hx-i r-'i . & sm A x. 



a — b ' a + b 

oo> /* a-f/i. cosa; , « ^^ .. i v 

^ cosa? (a+ocosa;) a •=»■•- 

a J a-{-b cosa: 
In Betreff des letzteren Integrales vergleiche man Aufgabe S8. 



aß —ba / dx 



34,/ 



a+Ä.sinaj-f-c.cosa; , a,, 

;-— . (to«^etanga? + 

sm 2a; 2 ® 



4- -^ . Z tang ({;/ -f- U) + o • ^ *^^g i^« 



35, / 



+ 



«2 

a+h. sin x + c.eoHx , a ,, ,. 

»Jc^ r^ -hft sina; +-C cosa; -}- « sin 'o; + Ä cos ^x , 
dbj / -^ — . dx =- 

. c , sin^a; a — A,| ^ . , . ^ ,, , i 
■^ 6 '^i^li"^ 4" 4^o^g(l^ + 4^)cotga7r— U)|- 

•2'7v /*«-+-& sin ir + c COS a; + flf sin *a; 4- Äcos^o? , 
Ol) I ^ ,dx =« 

^ Gosoo; 

38) f^^.dx^ 

. rf2A+ 1)^ . . 1 

== • 3^ (—1)''. cos ^ ^ .; — ,,,, , ,. • 

Ä=o sinl — ^^ {x\ 

Anl. Wird cosa;«je^, cos wa; = /"(;») gesetzt, so verschwindet 

2Ä-f- 1 
f{z) für i8f « cos -~rt — ^*^> wo der Grösse h alle ganzzahligen Werthe 

beizulegen sind von bis (n— 1). Die rationale Function -ttt-t 

f{z) 

Ah 
kann nun in Partialbrüche von der Form ', , — zerlegt 



2Ä4-1 
^-cos 2^ 7. 



werden. Hierbei ist J./» -= [ ^ ^^\ j 2M- 



1 

- «, 



«3 



Da /•' {»)^f .f 

dx dz 



sinnjc 

** . , so wird 
sm X 



An 



'( 2A + 1 .„ . 

(cos — ^ — n)"» sm X 



n äin nx 



( 



'2h 4- I 



2» 



^^ 2A + 1 .'". 2*4-1 

. 2h Vi 

n sm — - — 71 



{-Vf 
n 



und es ist daher 



2fe-H _ \« _.^ 2A -M 

2n 






cos'^a; 
cos war 



«=W— 1 IC08 —5-- TT I Sin—rr- TT 



w 



2(-i^ 



A==0 



39) / 



2* + 1 •" ^ • 

COSa; - cos -^- TT 

2n 



cos^"» X dx 
sin 2 «a: 



Ä=»| — l 



= 2^ [ ^ sin X -h 2 (— !)'• cos 



2n 



/(«in *:r— sin* t^) 

\ 2w' 



40, y 



COS ä^'+iar cL 
sin 2nx 



(m — n). 



(m < w). 
1 



/<=i 



^iv / cos2»«a:da; ^ ^ 



/'=-n 



cos 2wH-l/p dx 



A2\ I cos ^"H 1/p du 

^ J sin(2n+l) 



X 

2;r+i [ ' sin X + 2; (-1)" cos 



2«+» Att 



2w-Hl 
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Wenn man in den letzten fünf Formeln ^n — x an die Stelle von 
X setzt, so erhält man ganz analoge Ausdrücke, welche im Zähler 
die Potenz des sina; enthalten, 
cos 2a; 



43) J 
J 



coso; 

' cos 2a ; 
cos*a; 



. da; = 2 sin a; — l tang {\n + \x) ; 
.dx^2x — tang a;; 



POS 2a; siTi oß 

=- . dx « — ;5 V- + * l tang (\7€ -f- 4a;); 

cos^a; 2co8*a; * ® * * ^* 



j 

j- .cte^itanga; l4 ^-l 

C08*a; \ cos'a;/ 



44) / --. . da; = 2 cos x + 2tang .Ja;; 

' J sma; ^ 

/ . , .da;«-— 2a; — cotga?; 
sin ^x 

/cos2a; , cosa; . ,^ 
. > . da; « — o--.-, 4 Ztang Aa?; 
sm 'a; 2 sm'a; ^ 2 ' 

y cos 2a; , cosa; . . ^ 



46, J 

I 

I 
J 



8m2a; , ^ 

.dX'^ — 2 cosa;; 

cosa; ' 

sin 2a; 



cos*a; 



.da;«= — 2Icosa?; 



sin 2a; , 2 

. dx 



cos ^x cos X * 

sin 2a; , 1 -. 

— j- . dx •= r— J 

cos •a; cos 'a? 



46) 

sin 2a; 
siu^a; 



sin 2a; , 2 

cos "a; * "^ (w — 2) cos *""^a? 

sin 2a; 



ysin2a; , . ^ 
-: . da; « sm 2a;; 
sma; 

/ 



. da;» 2 Jsina;; 



J 
J 



sin 2a? , 2 

Sin 'a; sin a; 

'sin 2a: , 1 

sin *x sm *a; 



47) J 



•8m2« , 2 

, £hv» -^ 

sin "a; ' (n — 2) sin "~^a; 

cos 3a; 



cosa? 



.dte = 28ina; cosa; — x; 



j 2~ • da; = 4 sin a: — 3 ? tang 1 - . -h {xV 



cos 3a; , . « . 

5- . da; = 4a; — 3 tang xi 

cos ^a; ° 



ycosSa; , 3 8ina;,.,. i^.i\ 



cos 3a; 



48) / — : . flte «= — 2 sin* a;-|- 1 sin a;; 

y sina; 



ß 
j 
j 



cos 3a; *, . . 1 

,00^^ — 4sma; -- 



sm ^x sm a; ' 

cos 3a; , 1 . , . 

s- .ax^ — ^ . ^ 4(8ma;; 

*a; 2sm*a; * 



sm 
cos 3a; 



,ix QT;;r8;:+^ 



sin ^a; 3 sin ^x sin x 






bos 3a; , 1 ^j4 

sin "a; * (n — 1) sin """^a; (n — 3) sin " "'a? 



. da; «= 2 sin *a; + i cos a;; 



cosa; 



sin 3a; , . 1 

. da; =^ — 4 cos a; — 



cos ^x cos a; ' 

sin 3a; , 1 , , 

r-.da;^ — -7z r 4? cosa;; 

cos ^x 2 cos *a; 



sin 3a; , 4 1 

.da;=« 



cos *a; * cos a? 3 cos ^x 

Sobncke^s Aufgabensammlu n|p. U* 



/ 



6« 



sin3:r , 4 l 

,dx 



cofe *Ä? ' {n — 3) cos "~'*ip [n — 1) cos "*"*a; 

oO) / -.- .aa: = a:4-2sma7COsa?: 
^ sm a; 

/-.-— s - . dx^Sl tanc 4^ H" 4 cos a: ; 
sin *ir 

-T — ,- . (ir = — 3 cote x — 4x: 
sin ^x 

/-. — j- .dx= — 4 cotg X . — ; ^l tang 4 ar. 
sin ♦iP ' sin ic ■ ° ' 

^ J cos"'a: 

p-=0 ^~^ *^ 

(Vergl. Aufg. 12)). 

n 

^ t/ cos'^a? -^ ^ w — 2p — m 

Setzt man in diesen beiden Formeln ^n — x an die Stelle von x, 
so erhält man die entsprechenden Formeln, welche im Nenner eine 
Potenz von sina: haben. 

/, tang"~"*a; /» « , 

tang ^x dx = — °— / tang "-^a: dx; 

. P dx 1 1 P ^_ 

' t/ tang "a; n — 1 tang^'-^a: J tang""^a; 

54) Man bestimme ohne Hülfe der in der vorhergehenden Aufgabe 
angegebenen Recursionsformel «) 

r 11 

a) I tang ^-^^x dx =-= — tang*"a: — _^ tang -"---a; 4- 

4- ^-3:7 tang^'»-*a: + ...+ (— l)*"^ Uang«a; + (— 1)"-* icosa. 



5 
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p) I taug '""x dx « ^y — - lang ^"^"^x — 9 : o ^^^% ^^-^x 4 

1 
+ ,. =rtang^-5a; + ... -f-(— D'-Hangic + (-l)"a;- 

Subst. tang^««;^. 

/' da; 1 

56) f af* co8X.dX'^x*Bin.x — n 1 x^~^Bmx,dx^ 

«= a?" sin a; -f- »wc""^ cosa; — m(m — 1 ) / a;*""*- cos a; . da;; 
/ a; cos x,dx^ cos a; -H a? sin a;; 
/ a;* cos X .dx'^2x cos a? -}- (a;* — 2) sin a;; 
/ x^ cos X. dx^ (3a?^ — H; cos x -f- (a?* — 6a;) sin x ; 
/ a;*co8a; . da;« (4aj' — 24a?) cosa;4-(a;* — 12a;* H- 24) siua;; 



/ 



af cosa; . da; =-» a;*" sin ar+wa;*"'* cosa; — 



— m(m— l)a^~^ sin x — m (m^ - 1) (m — 2) a;'"~^ cos x -h 
. + m(m — 1 ) ( w — 2) (m — 3) a;*"*"* sin a; + . . . »^ 



/>=3^) 



57) I x^mix. da;« — a.^cosay + w / a;'*~* . cos a; . da;«= 

= — a.-**. co8a;^-Ma;"-^sina; - n{u—\) / a;"~'^.8iua;.da;; 
/a; sina;. da? «sin a; — a;cosa;; 
/ a;*sina; . dx -= 2a? sin x — (x^ — 2) cos x\ 
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58) 



/ x^ sin x.dx^ (Sa?* — 6) sin x — {x^ — 6a?) cos x ; 

/ x^ sin X .dx^ (4ir^— 24a?) sin x — (x* — V2x^ + 24) cos x; 

I x""' mix.dx = — Ä?"' cos X 4- mx^^^ sin ic + 

+ m (w — 1) x^^-^ cos x—m (m — 1) (m — 2) x^-^ sin a; + . . . = 

= — ^p\mpX^-fcoHix-\-p~\' 

/cosa; , cosa? 1 Psiax , ^ 

x"^ ' "~ (n — 1)0^-^ w— 1 J x^ ^ ' ~ 



cos 07 sin ic l I cos a; 

(w— l)a;«-*"*'(r^— l)(w— 2)a;"-3~ (w-1) (w— 2) JxF^ 



«... /^sma; , sina? . f / cosa? , 

/ a;" (w — l)a;^ * w — 1 J x^~^ 

sina? cosa; 1 rsinx , 

- (n—1) a;«-i""(w— l)(w~2l^2 (^^=7)0^=2) * J >"-^ * ^' 

c»n^ r^^s a; , cos X /'sin a; , 
60) J -^-dx —-J--.dx; 

/COS X j cos a; sin a; , / cos x , 

/COS a; , cos aj sin a; . cos aj . , / sin a; , 

"^"5 • ^^ ^ - -^Ä- + 12^ + 24a;\'"" 24^ "^ 



i\J —^ . dx. 



^^. / sma; , sina; /cosa? , 

61) / —j- .dx^ h / . dx; 

J x^ X J X ' 

y sina; , sina; oosa; , /sina; , 

/sina; sina; cosa; . sina; . Tcosa; , 



/ 



«9 



sin a; , smx cos a; sin x cos a; 



, / sin o: j 



"' 2; 



Die Integrale / dx und / - dx, auf welche man in den 

J X f X 

vier letzten Aufgaben gelangt, führen auf den sogenannten Integral- 
Sinus, resp. — Cosinus. 

/x dx 
j- «= X tang a: + i cos 0? ; 
cos X 

/xdx xmix — cosa; j Cxdx ^ 
cos^u; 2cos'a; J cosa;' 

/xdx, 2a;8ina; — cosa: , ,/ , . , n 

—^ 25 s h I (a? tanga? 4- i cos a?) ; 
cos *a; b cos *a; ^ ° "^ 

/a;cii; _ Sajsina; — cosa? 3(a;8ina; — cosa;) f xdx 

cos ^a: 12 cos *a? 8 cos ^x J cos x 

63) / -7—=- = — a;cotga; + i8ina;; 
'^ y sin'a; ° 

/a;da? __ sinir + ^cos x ^ ^ jxdx 
sin ^x 2 sin -^a: ^J sinx* 



f 
s 



xdx sin a; -4- 2a; cos a; , ^ . 7 -, 

-r-r- = ^ . , 1 • [^' ^ötg a; — t sin x\ ; 

sin*a; 6sin'a? ^ ^ ^ -^^ 

* xdx ^ sin X 4- 3a; cos a? 3 (sin x -j- x cos x) 
sin 'a; 12 sin *a; 8 sin ^^c 

a;(2a; 



*•/ Sil 



+ 

sina; 



«^)/--('^)--'^-- •[-:!?; -s^s- 



1/ 

n(«-l) (?«)«-« 



] 



(w+1)» 

Wenn hierin n eine positive ganze Zahl und zu gleicher Zeit m von 
— - 1 verschieden ist , so schliesst sich die Reihe von selbst. Wäre 
m = — 1, so hätte man: 



65) /-^^ . dx -= -4- T • (i «)•+*• 



ai^.dx _.. r 1 1 



66) /^_^ = af+' . [ 1 



4lx \m-{-l)(lx)i 2 (m+l )«(?«)! 



.+ 



1.3 1.3.5 



1.3.5 1 



... / •g;'» . dx a;"-*-' (w-H)a^+t 

' J (Ixr ° (« — l)(ia;)«-' " (n—1) (w— 2) (?«)"-« 



(m+l)* X 



i2 /«Jii+1 



{n—\)\{lx) "*" (n— 1)17 ^a; 
68) Ix"^ Ax, dx^ — i >-— rTvr 

nr^s I f , N 7 7 ia-^-hx)'^^^ .Ix 
J (m+l)o 

(w+l)&y o; 



7^x /_l£_ ^ If 

^ 7 (a + fe^)"* ' (m— 1) l{a-\r Ix)^-' 



_ 1 r dx 

71) I {a'\'bx)lx.dx= —^,— lx — ^.lx—ax — \bx^ 



(a+tej^üo?. dx=^^ — öT — ^^ — H?> — 



ab x"^ b'^x^ 



2 



/ {a'{'bx)^'lx, dx^ - — ., ^ ZüJ — 7-, üa; — a^x — 



4b 

ylx l 1 /^l 

— -r- . öf^ = . IxA ia-^bx) — i / - / (a-l-M . cfct;. 
a-i-bx b bJ X 

Das hierin noch übrig bleibende Integral lässt sich nicht anders, 
als durch die Entwickelung von l{a-{-bx^ in eine Reihe be- 
stimmen. 
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7^^ P—l^L— Ar - ^^ . i. ; ^ 

* ' J{a+bxy b{a+bx)'*' ab a-^bx' 

/» i« I = _ __ l^ \ 

J (a+bx)* • 26 (a"+ 6a;)» "^ 2a6 (o +M ■*" 






(ö+fc^* "^ 36Tö+6äp)» 



+ 



2a*6 a+6a;' 
l 



bx)* 6ab(a+bx)^ 

1 1 . jr 

"*■ 3a*6 (a+J«:> "^ 3a»fe a+6«' 



./ (a+bi 



Ix 
(ö+6a:)"'""~ («— l)6'a+6a;)"-' 



1 f 1 1^ 

(n-l)ab' \.(n — 2){a+bx)'-* "*"(» -3)a(o-i-6a:)»-=' "^ 



1 

(n - 4) a» (a+fc*)^» ■*" ' • • 



•••"*" 2~.a—*{a + bx)* "^ 1. o"-» (a + 6« J "^ 
+ (n-l)a-'6 •^^^))- (»»^^^ 

Ja^ViC M— a^/ ylx l — ylx 

75) /ar"* . c* . da; -» a;'" . <?*— w /rr™-! . ^'^ . da?. 

76) /a;.f?*.d^«e* . (a;— 1); 

/a?* . e^«^ . dr « ^ . (a;*— 2a:-|-2) ; 

/ar* . e* . dr == 6* . (a:* — 3a?*-f-6a:— 6); 

fa^.eF,dx^ e"^ , (x* -4a?»-M2a:^— 24a?-h24> ; 
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fx^ .^.dx^e"^ , ix^—bx^-^20x^ - 60ip'^+12ftr— 120) ; 



pa=OT 



Bei der Anwendung dieser Formel gelangt man schliesslich zu 

dem Integral —dx^ welches nur mit Hülfe einer unendlichen Reihe 

ermittelt werden kann. 

V. dx 



'«) r-iP'-i+r- 



X ' 

'e' ,dx 






X 

^ . dx 

X 



pssssin — 1 



/^^ ^ 1 1 A 

J af^ "Zi i> 1 (w— l)p . a:*»-? "*■ (w~l) ! J 



X 



79) Jx'^.a'^.dx. 

Es ist a"*=6*-"^''. Wird nun x.nla^0 gesetzt, so verwan- 
delt sich das gegebene Integral in das folgende:— y—^ Isf^e^dz, 
welches nach den vier letzten Nummern ermittelt werden kann. 



cos ic . da; = 



€f^ismx-{-aQOHx) 



80) /.-«.„„„„. ™ j^^, 

81) f^'.,^:c.d^-='^^^^^^^^\ 



82) fef' . cos «iT . 



dx 



7t 

ef*'"^ 008 ^-^x (w sin a? -h g cos x) 

n{n — 1) 



H i T* /6*'*.co8" *x.aa;; 

/• , c** cos a; (2 sin ar + a cos a:) . 2e* 
e** . cos 'a; . da; « ^-r- — r h 
4-f-a* 






44- a» • a(4+a')' 

/*«• . j c" cos *a; (3 sm a? + a cos a?) . 
ß*»*. cos ^. dir-« ^TT- — s + 

6e^*(8ma;4-aco8a;) 
"•" (l+a»)(9-l-a«) ' 

/' . A j ^'^ cos ^a? (4 sin a? -I- a cos ar) . 
c«*.co8*a:.da:— V^— — ^ ' + 
16 4- ar 

\2e^* cos a? (2 sin a; -f- a cos x) 2Ae^* 



^ (4-1- a») (16 -h a^) a (4+a») ( 16+a») 

ooN /*«••« j e"*8in •■~*a?(a sin a: — n COS a;) 

83) Iß"* . sin "a: . da? -= V; — = ^ -4- 

^ j n*4-a* 

"*" yrii fe^^in'^^x. dx; 



2cos a;) 2c«* 



y^^ . . j e^sma;(asina:- 
6«*. sin *a;.daF— - ^— j— — =- 

/L.» • • j 6«*sin*a?(asina? — 3cosa;) 
e«'.sm«a:.d^- ^--, + 



a(4+a*) 



1^» 



#6e ^* (g sin a; — cos a?) 
"*"~(l+g»)(9 + g«) ^ 

/V,^ . . , e^ sin *a; (g sin a: — 4 cos a?) . 
e"* . sm *a: . da? -» t^-: — ; + 
16 -hg* 

-L 12e^sina?(g8ina? — 2cosa?) 24g^ 

"^ (4"-f-g*)(16-hg*) g(4-ha*)(16-i-g»y 

84) /^-^- 
J cos *a? 

e ^[gcosa;— (w — 2)sina?] g*-h(n— 2)* /» c«* . dx 
"* (w— l)(n-2)co8 «-«a; (n — 1) (n — 2) J cos »-»a? ' 

_ e^*[g8ina?-Kn— 2)co6a?] a*-i-(n-2)- /* c"^ .da : 

*" (m — 1) (n — 2) sin »-^a? (w— l)(w— 2)J sin"-W 

5* 
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86) /V^ . cos '"x . sin «rr . dr == 

e^ cos ^"^x sin ^x [a cos a; + (w + n) sin x] 

— / r; ; • / ^"'^ cos """"^a? sin ^"^^x dx + 

(m + n) * + a* ^' 

H- ^^7 ^r^ ^ • / 6"* cos ^"^x sm "a: da;. 

87) /ß"* . cos •"a? . sin "a; . da? = 

e «-^ cos "^x sin "~'ag [g sin a; — {m-^-n) cos a?] 



-i- -7 — r^^^-T — T • /^* cos »"-^a: sin """^x . da; 4- 
+ -, — , \ ^ • / ef"" cos "»a: sm ""^a; . da;. 



88) /e**.cos'"a;.sin"a;. da;= 



e*"cos"'~*a;sin*~'a;(a8ina;cosa;-|-wsin*a; — wcos*a;) , 

— - — '. 1- 






4- -7 — ^ — r:; =-• A^*cos *""'^a; sin »a?. da: -f■ 



89) Cef^. 



(m 



cos ""a? . sin "a? . da: «= 



^v ' ' > /e«* cos »"a: sin *-*a: . dir. 
^ -I- n)* + a* j 



6*^ cos ^""'^a: sin *""^a;(a cos a? sin a; 4-^ sin ^a; — n cos^a?) 
°^ (m4-tj)2 4-a* 

w(w— 1) Aa* cos "»-^a; sin -2a: da: 4- 
(w4-w)*4-a* */ 

+ ^ — : — ^-^ « — - • / ß cos »"a: sm »~*a: dir. 

(w4-t*)*4-a* J 

90) /a"* . tang »a: . da: -= ?!!jj^g^_^ _' _^ Aa* tang «- ^a: . da: — 

— ye'** tang ""'a: . da:; 
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Das Integral Itf^'iAngxdx, auf welches man hierbei gelangt, 
Icann nicht in endlicher Form bestimmt werden. 

lef^ . tang *a; . da? « — . [a tango; — 1] — a /e«*tang x.dx; 

/e«* . taug ^x.dx^^.ef^ [tang "^x — atangx-f-1] -h 

-f- { {a} —2) / e"* tang x . dx. 

91) / aresin :r.ctc=-a:. aresin a;+Vl — a;*. 

92) /arccosic . cfo;=«=ic.arccos x —^\ — a?'. 

93) lancisaig x.dx^x, arctanga; — l Vl+a?*. 

94) /arccotg x .dx^x , arccotg a: 4- i Vi +ä;*. 

95) /arcsec a? . dx^x . arcsec rc — Z (a; -h V^* — 1). 

96) / arccosec x.dx^ x. arccosec x + l(x-h ^x- — 1 ). 

97) laJ» .arc8ma;.cte — — .-T^.arcsma? — r • / ,. _ « oa?. 

' t/ ti4-l w + 1 J yfiZT^ 

ic" .arccosa;. da: «=—.-;: .arcco8a;H -* I ,-• dx. 

ti4-l W4-1 Jyjl — x^ 

Die Integrale in den beiden letzten Aufgaben ergeben sich aus 
Aufg. 37) und 38) auf S. 35. 

a:«.arctanga;.(te« — j .arctanga:-^^ /^-^.efo. 

aJ» . arccotg x .dx^ — — r . arccotg a; H vT / i , i • ^• 

^^-x /•aresin a; . da; . ^ . ^2 

101) y JiH^ — ^ • t^^^"^ ^^ • 

lA^n r^rCCOBX.dx . r n2 

102) / . "* ~" i • [arccos x]^, 

•^ Vi — x* 



76 

Oo) / . -» t [arcsec xj*. 

^^v /*arcco8ec ir . da? , ^ .., 

06) / . ■ — « — If [arccosec x]-. 

07) /arcsina;. -^^ — ^x—yli — x'^ . arcsino;; 

/arcsin a; . , — ! — «- Ix^ — ix vi — ^' • arcsin a;4- 1 [arcsin xV ; 
Vi— ^* * ' ^- 

/' x^.dx 
arcsin 2;. . * = 

="i^^+i^~i (iP*H-2) Vi — ^' • arcsin a; ; 
yarcsina; . ^^-^ "" iV^* -*" fV^' — 

— I {2x^-^x) Vi — a?* . arcsin x 4- 1\ [arcsin »] ^ 

i/^o\ /* • da? a?.arc8ina? , , , .^ ,. 

108) / arcsin 0?. -j—-. = — ===r- 4- 4 n 1— a?*). 

^J V(l-a;»)» VI — « . 

i/.nN r • «-^^ arcsinaj , , 7 1— a? 

109) /arosma?. . ^ «* , . +i*r-r- • 

1 10) /arctang a? . ' ^ ^ i arctanga? . l( l+x*) — \ 1 TTTT — 5 

arctanga; . ' ^ = a? . arctanga; — ^Z(l+a?') — ^ [arctanga;]'* 

arctanga; . ^Y. 2 "" — 4« + ^1 +«^) • arctang x — 

/. X .dx 

arctang x . ^-j-j- ; 

/* x^ dx 

ai-ctanga;. ' ^ = — |a.» + « ^ (1+a?*) + 
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D. Integration von zwei - und mehrgliedrigen Difierential- 

ausdrücken. 

§.8. 
a. ZwelffUedrife DifferentialausdiUeke« 

Bezeichnen M und N Functionen der beiden unabhängigen 
Veränderlichen x und y, so ist der zweigliedrige Differentialausdruck 

Mdx + Ndy 
nur dann das vollständige oder totale Differential einer Fun- 
ction u von X und y, wenn die sogenannte Integrabilitätsbe- 
dingung erfüllt ist, d.b* wenn 

ÖM ^ dN 

~Sy dx 

ist. Die zugehörige Function u wird dann gefunden durch die 
Formel 

a - fmdx + f\y — ^ f'Mdj>] dy + C. 

\. Preiffliedrigre DifferentialauNlrlleke. 

Der dreigliedrige Differentialausdruck 

Mdx + Ndy + Pds, 

worin M, N, P Functionen der drei unabhängigen Veränderlichen 

o?, y, £f bedeuten, ist das vollständige Differential einer Function u 

von 07, y, g, wenn die Integrabilitätsbedingungen 

'3M ^ dN dM ^ dP BN _ eP 
öy dx ^ dz dx^ ~dz dy 

erfüllt sind. Die Function u wird erhalten durch die Formel 
u ^jMdx-^J^N— g J Mdx\ dy-h 



78 



§.9. 
Beispiele. 

1) du = (r*+6y*)dx+4yHQx-5jf)dy; 

2) du = (9xV— aJ*) *B+(9a;V+l— 2%')<^y; 

u == 3a;V- 4»*+y— ''»*+C'. 
a^ j (a!»+2y''+ac y)(?a;— (3a;y+y^)% _ 



u^l{x-y)+/-+a 



4) d«»[e»-.v--l- + j-l5-,]dx+ 

1^ » e*+» — Z(.'i?-f-y)+arctangfa;y) +y + C. 

5) <?«*== [tangy ^| dx +1— ^^ tangx+sinylrfy; 

u = xtangy — y tanga; — cosy + C. \ 

6) du^^^^^^) +^J^^ +hy^dt, + c^xdx; 

w « a V^'+y* + arctang c cosa? + 1 6y*+ 0. 

y 

' la?*— y* a;*-4-y^ ^ a;*" 






u = Z («»-y») + 4 ? -^ + i ? (as'+y*)- arctg - + 

+ 2»» + 3a!y4- - — 2y» — ?y + C. 

«1/ 
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9) .«.fVI=^-_|-, _^]^. 



Vi 

+ [Vi-a:* - ^=^ + ^1^ + co82y-3y»+5j dy ; 
u = «vi — y* — arctg f- y ^l—x* + 4 sin 2y — y' +öy + r. 

10) du = f Vr-y» + -r^ — - T-^— i da; + 

• Va^-hy' Vi—«*' 

+ [^fHai _ .^t^ + y +e»+2y-l]dy; 

« — x^l—y* +l(x + V^+y') + y V 1—«* + e*+y*— y + C 

12^ d« = f— + -^«*+ -=—7^ i- coax\da;~ 
2x 1 » 



\f^-^2-^-*-l^''-*-^W' 



y 
M =- h i tang (xy) — 6* + sin a; — 5y 4- C. 

13) du = (y-h^) da? 4- (a?H-jei) dy + (a; +y) dje; 

ü « ay 4- iTjef + yjef 4- C 

14) dw-=— dr -jg — dy+ — dxf; 



w — 4- O. 



u «r ? (icy«) — arctg -^ + ^ 4- C 



§0 



16) du-[}^+ ,2-,]dx+[i^^-+^9]d9+ 



r* 



^ . y'+«* 






a 



■ ^ » ^0^-xY' " ^ ^ 

w =* i (;ef-f-r) ~ aresin — + e* -*- cos y — sin xr -h 0. 



IL Bestimmte Integrale. 

A. Einfache bestimmte Integrale. 

§. 10. 
Beispiele« 

^^ / i~m — r = i aresin — | «arcsinl — aresin 0«-^ • 
( Vergl. die Definition von aresin x, Bd. I, pag. 9.) 

^^o^a^^i 2.4. 6.. .(2r) '^'2' 

Dieses und die nächsten Integrale bis Nr. 7 ergeben sich ans 
den Beispielen auf S. 35. 

^Oy/a^ — x* "^ 1.3.5....(2r4-l)' 
P^ x^ ,dx n 



J o^a* — 



.2 ^ 



X* .dx , * ^ 

x^ ^ 



Dieses uBd die Integrale bis 15 folgen aus den Beispielen auf 
S. 34. 

S hn c k •*• Auf gabenaam mlung .11. 6 
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9^ r^g»'-^ J a' -X* dx~ 2.4.6.... ^) ,^, 
10) r^^^^^ . dx^ {a* . 
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~2 



n 
~2 



11) r^c^a^ — x* . da; = ia». 

12) fx^Ja^-x* . dx^\a*. 

v U 

13) r»» V ö*"^^^ • <to ■= i\«*. 

14) y*«« >/a» — a?« . da; = tV»* • ^ 

15) /«* V«* — «* • *K — ro-5 
«/ 

y^ cir 1 

(Vrgl. die Definition von arctang ir, Bd. I, pag. 9.) 

.^M:-i^-4^"- 

1») y„ itM-a;» ~ 20"^- 



«-o^ 



1 






sin n 

n 



p\ 1 

21) Wird die soeben genannte Gleichung in Bezug auf n wieder- 
holt differentürt, so ergibt sich 

fy-K{lx).dx^- -,; 
/•i 1.2 

y af'-^.ilxy.dx^ ^^ ; 



8S 

r V-* . {Ixy . dx = ^-^'^ : 

22) Wenn man die Gleichung 20) in Bezug auf n wiederholt in- 
tegrirt und das erste Mal 1 und n, die folgenden Male dage- 
gen und n als Integrationsgrenzen wählt, so findet sich: 

p af-^ — 1 ^ ^ 
Jo Ix * "" 

23) Setzt man in den letzten Gleichungen a? « e"** , so folgt : 
e"*' . de '^ - ; 



n 

.dz — ?n; 

z 











iGO 



24) f ß-"^. cos6a?.cte- -.-^,. 



^^W 

Dieses und das folgende Integral ergibt sich aus 

/.— tfx • 1. j asinfer + fccosfco; __„, 
e '-.sinbxdx —rj^^ .6 «^; 



/ e ^* . costeeia; « — 



a'- 4- fe- 
tt cos bx — b sin fea; 



a^ + &* 



. e-"-^ 



/QU 
e-"' , sinbx.dx 



a«+6« • 
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COS bx.dx ist unbestimiut; 




»CX) 



/»OD • 

sin hx.dx ist unbestimmt. 


Setzt man in Aufg. 25 & « 1 , so ergibt sich 

27) /* e-^ .wix.dx^ -«^ • 

Wenn man diese Gleichung in Bezug auf a differentürt, so wird 

28) / c""*"* . xmViX. dx^ 



(a»+l)*' 

r -ax ^ ' ^ 2(8a*-l) 

I e ^^ .x^smx.ax ^ — ttttt-^i 
e~"*^ ,Äj*sinÄ;.dte 



^ 24 (5a*— IQq^+l) 

* (a^+D* 



29) Wenn man die Gleichung 27) in Bezug auf a zwischen den 
Grenzen und a integrirt, so wird 

Setzt man hierin noch a « oo , so ist 

/'^sin« , 7t 

1^ X 2 





»30 



30) / 6""^* . cosa; . dx -« -^ vr • 

Folgt aus 24), wenn 6 -= 1. 

31) Die Gleichung 30), wiederholt in Bezug auf a diflferentiirt, 
liefert 



("^ -ax t jj 2a (a«— 3) 

/ e "^ . x^ cos rc . ao? •= —r-~— ?\ r^ ; 
*^o (a*+l)* 

^ (a*+l)* 
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/ 6 "^ . a:* cosic . da; — t^tttn^ ^^ 



32) Wenn man die Gleichung 30) in Bezug auf a zwischen den 
Grenzen und a integrirt, so wird 

»00 1 g — ax 



f. 



- .cosx.dx = ^ Z (a* 4- 1). 

^ 



33) f^ 



. er^ . dx — arctang — 

fl? m 



Anl. Der Werth dieses Integrales kann dadurch gefunden 
werden, dass man beide Seiten der Gleichung 25) nach a 
zwischen den Grenzen a — m und a — + oo integrirt und hier- 
auf a für 5 schreibt. 

/*^ sin €LC TC 
• Ar — db -ö" > j® nachdem a positiv oder negativ ist. 

35) Wenn a und h positive Zahlen bedeuten und a>h vorausge- 
setzt wird, so ist 

36) Bei den nämlichen Annahmen für a und 6, wie in der vorher- 
gehenden Aufgabe, ergeben sich durch Addition und Subtraction 
der soeben erhaltenen Integrale die weiteren: 

Q^x ^ C^ «maxQO^hx j n ^. /***8in6a;cosaa; , \. 

^')") / :;: *p-9i ß) ~ dx^o. 

</ X Z </ X 

38) Sind wieder a und h positive Zahlen, so ist 

/'^ sin oa; cos &», ^j /^. ,, ,, 

— (to — -^ oder « 0, je nachdem a>h oder 
a? ^ 

a<6 ist. 



-) Ti 



COS oa; , tt ,^ 

Anl. Werden beide Seiten der Aufgabe 25) mit — r— dh 

multiplicirt und hierauf nach 6 zwischen den Grenzen 6 -= 
und 6 « +QO integrirt, so ergibt sich 



8« 

Die Integration in Bezug auf x kann in der Weise ausge- 
führt werden, dass man zuerst von a? « bis a; = 1 und her- 
nach von a; = 1 bis x^<x> integrirt. Bei der ersteren dieser 

rsin "bcc cos "b 
. T d6 « ; (vrgl. Aufg. 38)) 



^ 



n 



bei der zweiten dagegen {x>\) ist dasselbe Integral «^ -^ 
Es ist somit 



y:-"«--y:Ä.^- 



n 
"2 

woraus weiter folgt / - .-£i . »6 «= tt ß" • 

'^ t/o a*+o* 2 

Wird in der letzten Gleichung 6 «aar, db*^adx gesetzt, so 
ergibt sich die verlangte Formel. 






6-»"*.dte=nl 





»00 



/»OD J 

43) /;e-^*.= 2iV- 

Anl. Sei eT der Werth des vorgelegten Integrales. Die 
Substitution x « at, dx = crd^, wo a eine Constante bezeichnet, 

liefert J *= 1 e~^ " ord^. Werden beide Seiten dieser Glei- 
*/ 

chung mit e^'*'"' da multiplicirt, so folgt 

J.e-^'-'da ^f'^[r^^-'(^^''^ada\dt, 

woraus sich dorcli Integration in Bezug auf a zwischen den 
Grenzen a = und a-=ao ergibt 



- JL f^JL. 

2«V„ ! + <»• 
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Es ist demnach J** — o ij TSTt " ri ^^ folglich J 







2a 



-' /:if ^-\/£ 



2a 
Anl. Es ist nach der vorhergehenden Aufgabe 

1 2 /** 

--= — —-=1 / e"""'"^ da und daher 

/•^sinoir , 2 /^ . , A*^ -u«r ^ 
/ - - da:— -^ / sinaa:aa; / e " 'da — 



— ^_^ / da / sinar.c " ^da? « 

(Vergl. die Aufg. 25) und 19) und § 15.) 
Wird in dieser Aufgabe X'^y^ gesetzt, so findet sich 



45) r sin (ay^)dy Ul ^' 

46) r^ 

^ y/X 



"*-<&- ' "" 



\l 2a 

Siehe die Anleitung zu Aufg. 44). 

Durch die Substitution x = y^ geht diese Gleichung über in 
die folgende: 



47) /%08(ay«)dy-iy^^.. 



it 



48) y (Sin«) .*P- 2.4.6... f2n) ' 2 



:t 



=* /_..__s^.u. ^„ 2.4.6...(2n) 



49) /" (sin «)«"+•. da- 



3.5.7...(2»+l) 
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n 



50) / co%mx, (cos xY^ . dx 



(2w)! 1 . fhn 
. — . sm 



n 



51 ) / cos mx . (cos a:)*'+* . dx 



n 



(2n+l) ! mji 

(12— m»)(3-^— m*)...,[(2n4-l)«— w»] ' ^^^T" 

1.3.5... (2n— 1) n 



52) / {cosxY^.dx^ 2^4. 6..' 





ff 



(2«) ' 2 • 



2.4.6. ..(2n) 
3.5.7...(2w+l) 



53) f (cos a;)*»t* • dx « 

ö4) y^ a: axctang ^»^j^ . 

Anl. Der Werth dieses Integrales kann dadurch erhalten 
werden, dass man beide Seiten der Gleichung 24) in Bezug 
auf b zwischen den Grenzen 6 « c und & «= & integrirt. (Vrgl. 
Aufg. 33) ) 

55) / .6 ^^ . dx '^ II . , , • 

Dieses Integral ergibt sich auf gleiche Weise aus Aufg. 25) 
wie das vorhergehende aus Aufg. 24). 

^ ^— .cosax.dx^ ^l-^^^^~. (Nach Aufg. 24)) 

Q X €L ~i" C 

o7) / .%max .dx -= arctang — ^^ — ^ • 

(Nach Aufg. 25) ) 
58) / . dx ^ l —' 

60) of) / Z(l -|-2acosa; + a*) .da? ■« 0, wenn a abs. <1. 
ß) I Ul + 2a cos a; + a*) .die -« TrZa*, wenn a abs. > 1. 

V A 



Anl. Das vorgelegte Integral kann dadurch bestimmt wer- 
den, dass man dasselbe zunächst nach a differentiirt, hierauf 
die Integration in Bezug auf x zwischen den gegebenen Gren- 
zen ausführt und das so erhaltene ßesultat wieder nach a in- 
tegrirt. Bei der letzteren Integration sind im Falle a<l a=0 
und a^a^ imFalle a>l dagegen a— 1 und a^a als Inte- 
grationsgrenzen zu wählen. 

61) J*'' l (1 -i- co8x) . dx « —nl2. 



62) f''l(l — cosx).dx^ —nl2. 

^ 



dx n 



l+a^tang*a: 2(H-a) 



n 



«/n tanffo; 2 ' 



tang 

Anl. Man integrire beide Seiten der vorhergehenden Glei- 
chung in Bezug auf a zwischen deö Grenzen a = und ««a. 



n 



^ 



* QCäx _ ^ irt 

tango; 2 



n 

^ 



66) [ Zsino:. da? ^ «2. 

Anl. Die Methode der theilweisen Integration liefert 



TT n 



y7 =-|a;Zsina:| — / lwaxAx^-rrl2. 
tangrc L Jo t/ 2 

woraus sich der Werth des vorgelegten Integrales sofort er- 
gibt. 

67) / lÄSLX, dx ^ — TT Z 2. 

^ 

Anl. Dieses Integral kann aus dem unmittelbar vorher- 
gehenden abgeleitet werden; es ergibt sich auch durch die 

Addition der Integrale in den Aufg. 61) und 62). 

6* 
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Z sin a; , ^ 7 ^ — «" 



68) a) / 7z ., . dx^ -z k . t — ^ — , 

' Wo 1-1-2« 008 3? + a' 1 - a* 2 ' 

wenn a abs. < 1. 



«IT 



Z Sin rc , n , a* — 1 

2acosa;-l-a* «-— 1 2 



wenn a abs. > 1. 
Anl. Mit Hülfe der Methode der theilweisen Integration 
erhält man zunächst 

t/ 1 4- 2a cos a: -I- a^ 

Um das letztere Integral zu ermitteln, diflferentüre man 
dasselbe nach der Constanten a und führe hernach die Inte- 
gration nach X zwischen den gegebenen Grenzen aus, wodurch 
sich ergibt 

1 /%otga;.arctg (1^^ tg J)da: = 

y* ^ cotga; . tang | x. dx_^ au 

o7T+a)* + (1 -^*lg"*^ ^ 1 — a« ' 
Werden beide Seiten dieser Gleichung nach der Multipli- 

cation mit da wieder in Bezug auf a integrirt und zwar, wenn 
a < 1 ist, zwischen den Grenzen a = und a= a, so folgt 

j cotanga; . arctg(. _-- ig V\dx — i jxc^igxdx = 

71 

« — -.1(1— a'), oder 

/» / 1 — a X \ 

cotanga: . arctang I — — tg -^ 1 dx = 

« 41 xl^mx I -{1 Ismxdx— ^ ?(1— a') — 



»1 

Es wird demnach 
l + 2aco8ic-f-a' 

= —7.^81117? — :5 5 Itt- Z8in7r+ -TT ^2 — "^T K^ — tt*) 1 = 

TT , 1 — a- 



1-a^ 2 

Ist derWerth des vorgelegten Integrales für den Fall a<l 
gefunden, so kann daraus auch der Werth desselben für den 

Fall a>\ mittelst der Substitution a «= - , , wo a > 1, ab- 

a 

geleitet werden. 
69) f^li ^^\ . COB (ujc .dx^ — (e-^^ - e''«)- 

Anl. Man setze in Aufg. 40) — an die Stelle von j? und 

integrire nach der Gonstanten y zwischen den Grenzen jp — c 
und p'^b. 

in\ r -'*? 1 + 2a cos a; + a» , ,, 
«/ 1 + 2a cos nx-ha^ 

7i\ Z*^"" * I 7 1 4-2acosa;4-a* , ^ 

71) / cotg ix.l ^ . ^ —.i.dx^O. 

t/ ^ 1 H- 2a cos wo; -h a* 

72) / YZZ . da? =» 0, wenn a < 1 und n eine positive ganze 

Zahl. 



73) r^- cos^ ,^^ 2. . p-V^-^M ". 
t/ol — acosic ^l^^ai. a J 

Anl. Die Integrale der beiden letzten Aufgaben können 
dadurch gefunden werden, dass man daserstere mit i'=^ — 1 
multiplicirt und zum zweiten addirt. Durch die Substitutionen 
cosa; « 4 (e^" + e~^'*), e" = js? verwandelt sich sodann die zu 
integrirende Function in eine rationale Function der Variablen 
z. Nachdem im ausgeführten Integrale wieder durch 



92 

cosx + ismx ersetzt worden, ergibt dann die Trennung des 
imaginären Theiles vom reellen die gesuchten Integralwerthe. 

74) / :; xdx «^ ,_ ^^ 1- 

^ */ 1 — acosa; Ji — a* "^ « ^ 



B, Näh erungs weise Berechnung bestimmter Integrale. 

§. 11. 

Um den Werth des bestimmten Integrales / f(x)dx, welches 

den Flächeninhalt der Curve y^f(x) in dem Intervalle von x = a 
bis a; = & repräsentirt, näherungsweise auszurechnen, kann man sich 
das Intervall in n gleiche Theile getheilt denken. Die Theilpimkte 
mögen mit Xq'^u, x^, Xi^ ... x„^b und die zugehörigen Ordina- 
ten der Curve mit ^o 9 ^i ' ^2 > • • • ^n bezeichnet werden. An die 
Stelle eines jeden so erhaltenen Flächenstreifens kann nun ein ge- 
radlinig begrenztes Trapez gesetzt werden, dessen Höhe gleich der 
Breite des betreffenden Streifens und dessen parallele Seiten die 
zwei den Flächenstreifen begrenzenden Ordinaten sind. Dann gilt 
näherungsweise die Formel 

Ein anderes Verfahren besteht darin, dass der Cxure y=/(^) 
eine Parabel n^er Ordnung substituirt wird, welche mit der gegebe- 
nen Curve (w-*-l) beliebige Punkte Xo = a, yo; Xi, yi; ... a;»-=&,Jf» 
gemein hat. Die Gleichung dieser Parabel lautet, wenn zur Ab- 
kürzung 

{X — Xq){x — Xi) ... {x-'Xn) = lp{x) 

gesetzt wird: 

tp(x) tff(x) ,, . . V^(^) ,, 

(Interpolationsformel von Lagrange) 



• »fl» 



und es darf daher näherungsweise gesetzt werden 
/ ydx = / Ydx — 

r V>{x)dx r ' tp(x)dx 

^'Ja y/{x^)(X-X^) ^y^Ja tp\x,)ix-i '^'"^ 



+ y* 



r- 



-Xi) 

tp{x)dx 



(Xn) ix — Xn) 

— yo A + yi ^1 + . . . + y« -4» , 

Yfo A^y Äi, .,. An constante Zahlen sind, die nur von der gewähl- 
ten Eintheiking des Intervalles abhängen. Der Einfachheit wegen 
werden die Theile meist einander gleich gemacht. 

Bei Voraussetzung gleicher Theile folgt für n« 2, in welchem 
Falle die Parabel eine Apollonische ist, 

tp(x)'^x{X'-^)(x—l), Ao — y^ {2x^—3x'hl)dx^-{'\, 

indem das Intervall als Einheit und sein Anfangspunkt als Anfangs- 
punkt der Zählung gewählt wird. Ebenso findet sich 

so dass man hat 

/* b h .^-. n 

^y*i?-(yo + 4yi+y2)— g- • . 

(Simpson'sche RegeL) 
Wird das Intervall allgemein in 2n gleiche Theile getheilt und 
auf den ersten Und zweiten, den dritten und vierten Theil etc. die 
Simpson'sche Regel angewendet, so ergibt sich 

- C (yo+!fe« ) + %i +yi+yi+ ... +y».-i )+-2(yi-i-y«+...+y8,M-2)J -~^ • 

Falls das Intervall in drei gleiche Theile getheilt wird, wenn 
also n — 3 ist, so wird durch eine Rechnung, welche der zur Her- 
leitung der Formel 1) ganz analog ist, gefunden 



3)/^ ydx 



*^ •(yo+Sy.+Sy.+y,)^ " 



8 
Ftir n-=4 ergibt sich noch 



»4 

4) // xdy -(7y^+32y,+12y,+32y3+7y,) ^^ • 

I 

Die Coordinaten f , ly des Schwerpunktes einer Fläche, wel 

che durch die Curve y'^f(x), die Abscissenaxe und die Geradea 

X'^a, x^t begrenzt ist, werden nach der Simpson'schen Regel 

näherungsweise durch folgende Formeln bestimmt: 

j ^ 0.yo4-1.4.y , +2.2.y2-f-3.4.y3+4.2.y4 4--.. 4-2n.ygn h— a 
.X ^0+ 4yi+ 2y24- 4y, 4- 2y4 4-...+ yzn ' 2n ' 

\^i yo"+4y,»4-2y,»4-4y3^4-... + yan» 
^ "^ yo + 4yi 4- 2y2 4- 4y3 4- ... 4- fftn 

§.12. 
Beispiele. 

1) Man berechne näherungsweise mit Hülfe der Formeln des wr 

T- - = i 3 « 1,0986123 . . . 

Lös. a) NachFormel 1) findet sich e/'-d.l 4-4.^4-4).i = ¥"= 
= 1,11 . . . Der Fehler f ist demnach /* « 4- 0,01. \ 

ß) Die Formel 3) Uefert c7^=(l 4-3.| 4-3.f 4-i). i - 1,105 

/•« +0,006. I 

y) Die Formel 4) ergibt eir-(74-32.|4-12.|4-32. J4-7.|),^= i 

= 1,09926 
/•«4- 0,00065 
8) Nach Formel 2) für w = 6 erhält man 

J = 1,098636 
f ^ 4-0,000024 

2) Man berechne a) die zwischen der Curve y«=l -{-x — a?*4^5 
der Abscissenaxe und den Geraden a? = und x^ \ enthal- 
tene Fläche F\ 

ß) das statische Moment 31 dieser Fläche in Bezug auf die 
r-Axe. 
Lös. a) In diesem Falle liefert die Simpson'sche Regel das ge- 
naue Resultat jP== J^ . 
ß) Die Formel 4) § 11. ergibt den ebenfalls genauen Werth Jf^fJ' 



Lös. Es ist 5 -= —^ > 1 ~ ^ ' —pj 



3) Es soll mit Anwendung der Formel 5) §11. für w— 3 nähe- 
rungsweise der Schwerpunkt (^, ij) der Fläche bestimmt wer- 
den, welche Yon der Curve y = :; r und der Abscissenaxe 

begrenzt wird und von x^O bis x ^1 reicht. 

Lös. |== 0,620; i;-0,206. 
Die genauen Werthe sind ? « 0,6192099 .., t]^ 0,2058712 . . . 

4) Man bestimme den Schwerpunkt (5, fj) der Fläche, welche 

1 — , j I und die positiven Coordi- 
natenaxen begrenzt wird. 

xydx I y^dx 

1 J 

Nun ergibt die Simpson'sche Regel das genaue Resultat 
/ ydx'^^ab. 

Nach Formel 4) §.11. wird ebenfalls genau 
/ ocydx-^{ab'^y i / yHx^^^a'h, 
Demnach ist ? = 1 6. *? = ? a. 

5) Es sei J^ f^ , — - 1 TT -=0,52359877 mit Hülfe der 

Formel 2) §.11., in welcher w-«5 angenommen werden möge, 
näherungsweise zu berechnen. 

Lös. Man findet e7^= 0,52359925, und es ist demnach 

/•« +-:0,00000048. 

6) Man berechne auf dieselbe Weise 

J^J'Xog vulg. xdx=^ 0,1677655. 

Lös. e7-= 0,16776510, f 0,0000004. 

5^ 

7) Die Curve « -= — rotire um die X-Axe. Man bestimme 



näherungsweise den vona;=Obis x^l reichenden körperlichen 
Inhalt J der so ezeugten Rotationsoberfläche. 

Lös. Der durch Integration gefundene Werth ist 

J^ 1,5557781... 
Man findet dagegen nach Formel 1) des vorhergehenden §: 

J^ 1,592, /•= +0,036, 
nach 3) : J^ 1,574, f^+ 0,0l8 , 
nach 4): J^ 1,5585, f = 4-0,0027, 
nach 2) fürn = 2 : eT* = 1,5606, f -= 0,0048. 

8) Man bestimme näherungsweise die Länge L des vierten Thei- 
les der Ellipse 

/i / 4— /p« r^ . 

Wird auf das letztere Integral die Formel 2) §. 11. für 
w = 6 angewendet, so ergibt sich L == 1,4674622. 

9) Es bezeichne f{x) eine ganze Function der Variablen x. Von 
welchem Grade darf . dieselbe höchstens sein, wenn durch die 
Simpson'sche Regel, resp. durch die Formeln 3) und 4) des 
vorhergehenden Paragraphen der Werth des Integrales 

/ f{x)dx genau dargestellt werden soll? 



C. Anwendung der Integralrechnung auf Geometrie. 

§.13. 

Wenn eine ebene Curve durch die beiden Gleichungen x^^g>{t), 
y^%p{t) oder durch die eine Gleichung y^f{x) analytisch bestimmt 
ist (s. Bd. I, S. 142), so wird die Fläche F derselben, d. h. derjenige 
Theü der Ebene, welcher zwischen der Abscissenaxe, den beiden zu 
X'=Xi (t^ti) und x^X2 (t^ti) gehörenden Ordinaten und dem 
durch diese Ordinaten begrenzten Bogen der Curve liegt, gegeben 
durch den Ausdruck 



»7 

ydx ^ I f[x)dx, 

x^ ^ x^ 

Der zugehörige Bogen besitzt die Länge 

Soll die Fläche, statt durch die X-Axe, durch eine zweite 
Curve ij «= y(^) begrenzt werden, so ist zu setzen 

F - flly-n) dx -f^lm—9{x)'\ dx. 

Wenn die Curve durch eine Gleichung zwischen Polarcoor- 
dinaten r -= f{^) gegeben ist, so wird der Flächeninhalt S 
eines Sectors, welcher von zwei Leitstrahlen 9^y>i und 9>=y2 
und dem dazwischenliegenden Curvenbogen begrenzt wird, be- 
stimmt durch 

und die Länge 8 des zugehörigen Gurvenbogens 

Die Länge 5 des Bogens einer Raumcurve x^q>i(t)^ y^9i(P\ 
i?=yj(^), welcher zwischen den Punkten a;i,yi,^i und oc^^y^^z^ 
liegt, hat zum Ausdruck 

s 



- f::\i (turtum ^- 



Ein bestimmtes Stück der krummen Oberfläche z^fix^y) 
wird gegeben durch das Doppelintegral 



^ " /^?/y!'^^+^'+ ^^^^y^ 



1 . vz 3z 

wobei jp = ^ , 2 «= ^ gesetzt wurde. 

Die hierbei auftretenden Grenzen a;|,Ä;j, y,, y^ sind den Glei- 
chungen der Curven zu entnehmen, welche das Integrationsgebiet 
(Projection der zu berechnenden Fläche auf die XF-Ebene) 
begrenzen. 

äohncke's Aafipibanaunmiang. 11. 7 



»8 

Wenn die Gleichung der Oberfläche in der Form F{x,yjZ)^() 
gegeben ist, so verwandelt sich die genannte Formel in die folgende: 



0-/7 



''\\dxl -^\ßyl -*- d 



^ "'"' .(teöty. 



5ti 

Der Flächeninhalt der Oberfläche, welche durch die Rotation 
der Curve P'^fifc) um die X-Axe entsteht, ist 



Der kubische Inhalt eT eines Cylinders, der über dem Integra- 
tionsgebiet (Projection des zu berechnenden Volumens auf die XF- 
Ebene) errichtet und durch die Fläche b = f{x, y) begrenzt ist, 
wird gefunden mittelst der Formel 

Ein Körper, welcher durch die Rotation der Curven y=f{x\ 
ri^(p{x) um die X-Axe entstanden ist, hat das Volimien 

Wird der Radius vecftor eines beliebigen Punktes einer auf 
räumliche Polarcoordinaten bezogenen Oberfläche mit r, der Winkel, 
den derselbe mit der positiven Z-Axe bildet, mit ^ und der Winkel, 
den dessen Projection auf die XF-Ebene mit der positiven X-Axe 
einschliesst, mit 9> bezeichnet, so ist der kubische Inhalt des Kör- 
pers, welcher ganz oder theilweise von der betrachteten Oberfläche 
begrenzt wird 

wobei die Werthe yi, <f2, ^i, ^2? ^i ^^^^ ^2 den Gleichungen der 
den Körper begrenzende^ Flächen zu entnehmen sind. 

Zur Bestimmung der rechtwinkligen Coordinaten f , ly, £ des 
Schwerpunktes irgend eines geometrischen Gebildes dienen die 
Formeln 
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fc ^ /^ dm _ Jydm fz dm 

fdm fdm fdm 

wo Xy y, z die Coordinaten des Schwerpunktes eines Elementes dm 
des betreffenden Gebildes bedeuten und die Integrale einfache, dop- 
pelte oder dreifache sind, je nachdem das Element dm eines, zwei 
oder drei Differentiale enthält. Das Integrationsgebiet, welches für 
alle vier Integrale das nämliche bleibt, ist so zu bestimmen, dass 
sämmtliche Elemente des bezüglichen Gebildes in Betracht gezogen 
werden. 

Für den Schwerpunkt einer Curve oder Fläche, welche in einer 
der Coordinatenebenen liegt, wird selbstverständlich die zu dieser 
Ebene normal gezählte Coordinate gleich Null. 

Anmerkung. Bei den sämmtlichen hier vorkommenden In- 
tegralen wird die zu integrirende Function innerhalb des Integra- 
tionsgebietes als stetig und eindeutig vorausgesetzt. Während sie 
im Allgemeinen endlich sein muss, so kann sie, ohne dass das Inte- 
gral seine Bedeutung verliert, bei einfachen Integralen in einzelnen 
Punkten Von einer niedrigeren als der ersten, bei Doppelintegralen 
in einzelnen Punkten von einer niedrigeren als der zweiten und 
längs einzelner Linien von einer niedrigeren als der ersten, bei 
dreifachen Integralen endlich in einzelnen Punkten von einer nie- 
drigeren als der dritten, längs einzelner Linien von einer niedrige- 
ren als der zweiten und längs einzelner Flächenstücke von einer 
niedrigeren als der ersten Ordnung unendlich gross werden. 

Wenn es sich um Quadraturen oder Cubaturen, überhaupt um 
Bestimmung von Grössen handelt, die ihrer Natur nach positiv sind, 
so muss im Weiteren noch vorausgesetzt werden, dass die Function 
innerhalb des Integrationsgebietes ihr Zeichen nicht wechsle. 

§. 14. 
Beiispiele. 

1) Aufgabe. Man beweise, a) dass der Kubikinhalt des 
Körpers, der entsteht, wenn eine gegebene Fläche um eine gegebene 
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Gerade als Axe rotirt, gleich ist dem Product aus dem quadrati- 
schen Inhalt der rotirenden Fläche in den Weg, den der Schwer- 
punkt derselben bei dieser Bewegung beschreibt; b) dass der Inhalt 
der krummen Oberfläche des genannten Körpers erhalten wird, in- 
dem man die Länge des die rotirende Fläche begrenzenden Curven- 
bogens mit dem Wege multiplicirt, den der Schwerpunkt desselben 
bei dieser Rotation zurücklegt. (Guldin'sche Regel.) 

Vorbemerkung. Diejenigen der nachfolgenden Aufgaben, 
welche sich entweder auf die Bestimmung des Kubikinhaltes eines 
Rotationskörpers oder auf die Bestimmung des Flächeniohaltes der 
krummen Oberfläche desselben beziehen, mögen zur Uebung sowohl 
durch directe Integration, als auch mit Hülfe der Guldin'schen Re- 
gel gelöst werden. 

2) Untersuchung der Parabel in Bezug auf die hierher 
gehörigen Eigenschaften. 

Die Parabel kann dargestellt werden entweder durch die eine 
Gleichung 

y'^ = 2px (s. Bd. I, S. 174), 
oder durch die beiden zusammengehörigen Gleichungen 

welche die Coordinaten eines beliebigen Punktes der Curve als 
Functionen eioLer dritten Veränderlichen t erscheinen lassen. 

a) Die Fläche, welche durch die vorgelegte Parabel, die 
Abscissenaxe und die zwei zu den Abscissen x^ und Xj^ gehörigen 
Parabelordinaten begrenzt wird, hat den Inhalt 

^^ ydx -=y^^ 4 2pxdx - | {x^y^ — x, y,). 

Wird sie vom Scheitel der Parabel aus gerechnet, so ist in 
diesem Integrale die untere Grenze a?| •= und der betreffende In- 
halt daher gleich J x^ y^ , d. h. ^ des aus x^ und y^ gebüdeten 
Rechtecks. 

Da die Gleichung der Parabel in Bezug auf ein schiefwink- 
liges Coordinatensystem (Durchmesser und zugehörige Tangente) die 
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Form^y' =^2px beibehält, so ist auch der Inhalt der Fläche, die von 
der Abscissenaxe, der Ordinate y und dem Parabelbogen begrenzt 
wird, ^ von dem aus x und y gebildeten Parallelogramm. 

b) Die Länge s des Parabelbogens von Xf bis x^ wird 

Setzt man hierin ^t=0, t2'=t, wird also der Bogen vom 
Scheitel aus bis zu einem beliebigen Curvenpunkte gerechnet, so 
folgt: 

c) Der Schwerpimkt der in a) genannten, vom Scheitel aus 
gerechneten Parabelfläche hat die Coordinaten 



d) Für die Coordinaten des Schwerpunktes des von seinem 
Scheitel aus bis zu x^-^x resp. tz'^ t gerechneten Parabelbogens 
findet man 



^ -= ^. \(p^2t^) ^p^-h2pfi—p^\ 

e) Wenn man sich die Parabel um ihre Axe als Rotationsaxe^ 
gedreht denkt, so entsteht ein Rotationsparaboloid, dessen krumme 
Oberfläche, vom Scheitel aus bis zu einem gewissen Werthe von x 
gerechnet, folgenden Flächeninhalt besitzt: 

f) Der Schwerpunkt der soeben genannten Oberfläche liegt 
auf der Botationsaxe, und seine Entfernung % vom Scheitel ist 

$ ^= 4- — ■ -:: — : ' • 

(2a; +1?) y 2px + p- - -p"- 
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g^ Das Botatioiisparaboloid hat den körperlichen Inhalt 

h) Der Schwerpunkt desselben liegt auf der Rotationsaxe; 
seine Entfernung vom Scheitel ist ? « J x, 
3) Untersuchung der Ellipse. 
Die Axengleichung der Ellipse lautet: 

^ + I, « 1 oder y « - yla' — x' . (S. Bd. I, S. 175.) 

Häufig ist es jedoch zweckmässig, diese eine Gleichung durch die 
beiden folgenden zu ersetzen 

ÄJ^asiny, y=6cosy, 
in welchen (f eine neue Veränderliche bezeichnet. (S. Bd. I, S. 177) 

a) Der Flächenraum F, welcher zwischen der Ellipse, der 
Abscissenaxe und den beiden zu x^x^ und x^x^ gehörenden El- 
lipsenordinaten liegt, hat zum Ausdruck 

Setzt man hierin Vi =*=0, «Tj^^tt, so erhält man als Inhalt des 
Ellipsenquadranten \aJ)7T; demnach ist der Flächeninhalt der gan- 
zen Ellipse =B= ab n. 

b) Die Länge s des zugehörigen Bogens von x^ bis X2 (Vi Ws 
yj) wird 

Vöt*cos Vp+6*^8in V d^ = « / , \/ 1 j— sinv/rfy, 

oder wenn man ^ - = e* setzt, 

a* 

p^r^ . 

vfoEiq^) das elliptische Integral zweiter Gattung J ^I— ^'sin-y ^?* 
bezeichnet. 

Wird Vi — ^* sin ^ff nach dem binomischen Lehrsatz in eine 
unendliche Reihe entwickelt, so können die einzelnen Glieder der- 
selben unbestimmt integrirt werden. Es ist nämlich 



Vi — e- sin *^P «« (1 — c* sm*^))^ «= 1 — ^ e' sin *9 — 

l.l-.A 1.1.3-.- 1.1.3... {2m — 3) «^ . o- 

2.4 ^ 2.4.6 ^ 2.4.6... (2m) ^ 

und daher 7*^1 — ^* sin*^ dy ^fd(p — ^ e^f%m *y dy — 

Zur Ermittelung der hierin auftretenden Integrale kann die Recur- 
sionsformel 

ysinPydy = 8in'*~'flpco8q()+'^ fsm^^^g>dq>, (s. S.55) 

oder die unmittelbar aus ihr hervorgehende Formel 

ysin «"»y dy ^^h^^'^*""^y + 2w^ ®^^"* ^^ ^ 

. f2»»-l)(2w— 3) . ,, . . . (2m-l)(2m-3)...3 . 1 
(2w— 2)(2m— 4) ^ (2^m—2)(2m-4) ...2 ^J 

( 2m— l)(2m~3)...3.1 

"*■ (2m) (2m— 2) (2m -4)... 4. 2 ^ 

angewendet werden. Integrirt man innerhalb der Grenzen ^pj « 
und y, -=» -Jti, so wird 



/ 



sin yo?» 2.4.6... (2m) 2 ' 



Q M . 7 . V . . . (2m) 

und es findet sich somit für die Länge s des vierten Theiles der 
Ellipse 

^ = y4i-(2-^) -yl2.4^') -^(2-4:6^') • •• 

1 y l.3...(2m-l) V . 

2m— 1\ 2.4. ..2m / •']• 

Die Ellipse geht für ^«»0 iu den Kreis vom Radius a über. 

Es ist daher die Länge des Kreisquadranten = ^ na. 

Für die Erde ist, wenn die Abplattung — = n = ^ J^ ange- 

nommen wird, «*== w(2— w) «-tjJ^^ö- ^^^^ Umfang des Erdäqua- 
tors ist 5400 geogr. Meilen. Der Umfang eines Meridians ergibt 
sich aus obiger Formel zu 5391,004 geogr. Meüen, 
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c) Der Schwerpunkt der in a) genannten Fläche hat die 

Coordinaten 

^ ^ o cos ^(fi — cos ^y , 

^ "" * ^2 — Vi + i (sin 2q>t — sin 2g>t ) ' 

^ sin (jpa — sin yi — j^ (sin ^ya — sin ^y i) 
^~ yj — yi + i (sin2y2 — sin2yi) 

Setzt man yi =0, y2*=|^> so erhält man für den Schwerpunkt 

4a 46 

des elliptischen Quadranten die Coordinaten § = ^ , iy = -— • 

d) Der Schwerpunkt des in b) erhaltenen Bogens ist be- 
stimmt durch 

5«= — — Icosy vi — e'sin*y -l Z(ecosy + vl— e*sin*y^j 

19 = — ^ I sm y vi — ^" sm^y -| arcsm {e smy)l . 

Setzt man hierin yt = und y2 •= i ^, so erhält man für den 
Schwerpunkt des vierten Theils des Umfangs der Ellipse, wenn des- 
sen Länge mit s' bezeichnet wird: 

i; « — ^— ; — j V 1 — e' H arcsm e 1 . 

e) Der kubische Inhalt J des Körpers, der durch Umdre- 
hung der in a) genannten Fläche um die X-Axe entsteht, wird 

siny — ^sin^l -=- ti -^\a^x — \oc^\ • 

Setzt man hierin a^i = und a^j « a, resp. yi *= 0, yj «= i tt, so er- 
hält man für den kubischen Inhalt J' der Hälfte des Rotations- 
ellipsoids 

f ) Der Inhalt der krummen Oberfläche des in der vori- 
gen Nummer e) erwähnten ümdrehungskörpers hat zum Ausdruck 

1—^——— - 1 i^« 

sin y y^l—e^ sin^y + - aresin (e siny) I 
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Setzt man hierin yi «= und y^ «= A ^,*^ so erhält man als 
Oberfläche des halben Rotationsellipsoids 

O = ahn \4\ — 6* -\ aresin e] . 

t 

g) Der kubische Inhalt J des Körpers, der entsteht, wenn 

ein Ellipsenquadrant um die Y-Axe rotirt, ist 

e7=7r / x^dy^ — a*67r / 8in*yd9)«=a*i;rlco8y — ico8*yJ^=f a*ft7r. 

\ \ 

h) Der Inhalt der krummen Oberfläche des in voriger 
Nummer genannten Rotationsellipsoids wird 

0'==2n j xds-^2an I *8iny V^'cos^y + ft^sin^ydy « 
— — 2a^en / * i/ cos -y H — ^ — d (cosy) = 
= — a* TT Icosqp Vi — 6'sin*9P-h ilecosy + Vl — e'sinVj*== 



"[«•^'''v/l^l- 



i) Der Schwerpunkt des in e) genannten Körpers liegt auf 

der Rotationsaxe, und seine Entfernung vom Anfangspunkt der Co- 

ordinaten ist 

^ __ a cos ^qpa — cos *yi 

^ 4 sin y^ — sin ^1 — I (sin 'y^ — sin '^pj ) 

Setzt man hierinv (px^O und 7*2 "* i ^> so wird die bezügliche Co- 
ordinate des Schwerpunkts des halben Rotations-Ellipsoids §-«fa. 

k) Der Schwerpunkt der in f ) genannten Oberfläche liegt 
ebenfalls auf der Rotationsaxe, und seine Entfernung vom Anfangs- 
punkt der Coordinaten ist: 



^ 3e^ 



2a [(1^6^sinV)i]^,^ 

. r —-^——~— 

[sin y V 1 — ^i* sin -y H arcsin {e sin (p) 1 



7* 
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Setzt man hierin yi = und (f^ = ^ ;t, so wird die bezügliche Co- 
ordinate des Schwerpunkts der Oberfläche des halben Ellipsoids: 

2a[l — (1— e*)5] 
? ■= j r- 

3e* I Vi — ^* 4- - aresin e\ 

4) Untersuchung der Hyperbel. 

Die Axengleichung der Hyperbel lautet: (s. Bd. I, S. 175) 

-i — "^ = 1 oder V = Vi^* — a* . 

a) Für den Inhalt F des Flächenraumes, welcher zwischen 
der'Abscissenaxe, den beiden zu den Abscissen Xx und rCj gehörigen 
Ordinaten und dem Hyperbelbogen enthalten ist, ergibt sich 

« i- Xx 4>/ä?,- «-' 

Wenn man die Fläche vom Scheitel an bis zu einem gewissen Wer- 
the von x rechnet , so wird x^^ a und x^^ x^ mithin der Aus- 
druck der Fläche: 



^ a V a J 

b) Die Länge s des zwischen denselben Grenzen Xx und x^ 

liegenden Bogens wird, wenn man — ^ = «* ^tzt, 






Da X stets grösser als a ist, so kann man x = -: — setzen , wo- 
° smy 

durch dieses Integral übergeht in 



.9 






Da die Excentricität e der Hyperbel >1 ist, so ist ein echter 
Bruch, und es liat daher i/ 1 ~ 2 ^^^T <li^' für die Untersuchung 



1 
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passendste Gestalt. In der Theorie der elliptischen Integrale wird 
diese Wurzel gewölinlich mit Ay bezeichnet. Nun ist 

cotg y . . Ay» ^ F{(p^) + E (y 2) — 

-cotg^i.Ay, -*-— ^i^'iyi)- i (y,) ], 

wo F(g>) das elliptische Integral der ersten und E{<f>) das der 
zweiten GattuBg bedeutet. 

Soll der Bogen der Hyperbel vom Scheitel an bis zu einem 
gewissen Werthe von x gerechnet werden , so ist (pi — •! ^ , y 2 = ^ , 
resp. Xi = ay Xt = x zu setzen, wodurch man für die Länge s des 
entsprechenden Bogens erhält: 

s^ae [cotg y . A y - ^^ F(7>) + E (y) + ''*" ^ 1"- E'\ 

wo 2*" und jB' die sogenannten vollständigen elliptischen Integrale 
der ersten und zweiten Gattung bedeuten. 

c) Der Schwerpunkt der in a) genannten Fläche F hat die 
Coordinaten : 

Wenn es sich um den Schwerpunkt einer Fläche handelt, die vom 
Scheitel der Hyperbel anfängt, so darf man nur iCi = und X2==x 
setzen. 

d) Wenn man die in a) genannte Fläche um die XAxe dreht, 
so entsteht ein Rotationshyperboloid, dessen kubischer Inhalt 

J ^^(e^ — l)7t[x2^—x,^ — 3a^(X:^—Xi)], 
und wenn man vom Scheitel ausgeht, 

J'= *^{e^ — l)7€(x^ — 3a^X'h2a^). 

e) Die krumme Oberfläche desselben Körpers wird 
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«^ n^e^ — 1 . 1 a;i V«*^2* — «* — ^i V^^^i* — öt*"" 

J^^ZTi r Ay2 A yi 1 ^ (1 + Ay2)sinyt i 
^ * Isin Va sin^y I 6* (1 4- A y^i ) sin y^ J ' 

und wenn man vom Scheitel ausgeht, 

Lsm*qp e (6 + >/e^— l)sin9> i 

f) Der Schwerpunkt des in d) erhaltenen Volumens hegt auf 
der Rotationsaxe und seine Coordinate ? wird: 

* x^^ — Xi^ — - 3a* (ajj — a?! ) 
Wenn man vom Scheitel ausgeht, wird 

t _ 3 (a;+a)^(a; — a) __ 3 acos-y(l-Hsin (p) 

^"~^' a;*+flw; — 2a* ~~ ^siny (l + siny — 2sin*y) 

g) Der Schwerpunkt der in e) genannten Oberfläche wird 
ebenfalls nur durch eine einzige Coordinate gegeben: 

^ 2yra^g Vg*— 1 r A* ^5 A' ^i "1 
3 L sin^ cjpj sin* y^ J 

Wenn man vom Scheitel ausgeht, iiUrd 

^a Isin»?). e»^^ ^^^^ M" 

Die auf die Asymptoten als Coordinatenaxen bezogene Glei- 
chung der Hyperbel lautet: 

^ = ^^4^*' (S- Bd. I, S. 174). 
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Stehen die Asymptoten auf einander senkrecht, so stellt die ge- 
nannte Gleichung eine gleichseitige Hyperbel dar. Wird noch 

^e = & «= ^2 angenommen , so ergibt sich als einfachste Gleichung 
der gleichseitigen Hyperbel a?y « 1. 
Hiemach findet man z. B. 

a) für den Inhalt F des Flächenifkumes, welcher zwischen der 
XAxe, den beiden zu iPi —» 1, a^ «= a: gehörigen Ordinaten 
und dem Hyperbelbogen liegt: 



^-/ 



X 



dx 7 

X 



ß) für den körperlichen Inhalt J des Rotationskörpers, der 
entsteht, wenn man sich die ebeii genannte Fläche um die 
XAxe gedreht denkt: 

■^- <^ -"('-!) • 

Lässt man hierin noch x in's Unendliche wachsen, so ergibt 
sich für das Volumen des Körpers, der durch die Rotation eines 
halben Hyperbelzweiges um seine Asymptote entsteht: 

J' - TT; 
y) für den Inhalt der krummen Oberfläche dieses Rotations- 
körpers: 



« 2nr'yds^2nr'^L}^^'dx 



yjl-hX* jX^ + yll+X' 



r x^ 1+J2 J 



1 + V2 

5) Untersuchung der Cissoide des Diocles. 

Nach Bd. I, S. 177 lautet die Gleichung dieser Curve: 

x^ « y*(2r — a?). 
Ein beliebiger Punkt der Curve wird auch bestimmt durch 
die beiden zusammengehörigen Gleichungen 

X '^ 2r sin*y , y = 2r sin*y tang g) , 
in welchen y ßine nevie ynp.bhängige Veränderliche bezeichnet. 
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a) Der Inhalt F der Fläche, welche zwischen der Abscissen- 
axe, der Curve und den beiden zu den Abscissen Xi und x^ gehö- 
rigen positiven Ordinaten liegt, hat demnach zum Ausdruck: 

ydx = 8r- / sin*y äq> •= 8r* [j^ (sin 4^2 — sin ^fp^ ) — 

— ^ (sin 2(p^ — sin 2??, ) + 1 (fjpj - yj]. 

Wird hierin yj «= 0, ^2'==^^ angenommen, so ergibt sich für den 
Inhalt F* der Fläche, welche zwischen der Abscissenaxe, der Asym- 
ptote der Curve und demjenigen Curvenaste enthalten ist, welchem 
nur positive Ordinaten zugehören: l^ = |r*7r. Die gesammte Fläche 
zwischen den beiden unendlichen Aesten der Curve und ihrer Asym- 
ptote hat somit den Inhalt F" «= 3r*7r d. h. den dreifachen Inhalt 
des zur Construction der Cissoide erforderlichen Kreises. 

b) Die Länge s des zwischen denselben Ordinaten liegenden 
Bogens wird 

»y«sin<3pVl+3cos*y 



"f 



cos'y 



_ 2 rVl_+3cosV_ ^3Z(V3cos9)-h>/l+3cosV) T- 

1^ cos 9) ^ J(y 1 

Zählt man die Länge s des Bogens von der Spitze der Curve aus 
(^1 «=0) bis zu einem gewissen Werthe von x^ resp. 9), so wird 



s' = 2r|^— -— ''?-V3K>/3cos7>+Vl + 3cos»9')-2-h 

L COS 9> ^ ^ 7 » x/ 

+ V3K2+V3)]. 

c) Für die Coordinaten des Schwerpunktes der in a) ange- 
deuteten Fläche F findet sich 

1 /»'« 16 H z»^* 

1 6^^ V'i 
j^ [— 1 i^ sin 6^ + ,\ sin 4g) — \\ sin 29) + tV?»]^^ ; 
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4- i sin V + i sin^y + Z cos y] . 

Der Schwerpunkt der ganzen Fläche, welche zwischen den beiden 
unendlichen Aesten und der Asymptote enthalten ist, liegt auf der 
XAxe und zwar in der Entfernung ^ « If r vom Anfangspunkt der 
Coordinaten. 

d) Denkt man sich das in a) genannte Stück der Fläche um 
die XAxe gedreht, so entsteht ein Rotationskörper, dessen kubischer 
Inhalt 

2r — Xi 
■^ 

Rechnet man von der Spitze der Cissoide aus {x^ = 0) bis zu einem 
beliebigen Werthe der Abscisse, a^ = ar, so wird dieser Ausdruck 

e) Dreht man aber die Cissoide um ihre Asymptote, so erhält 
man für den kubischen Inhalt J des dadurch entstandenen Körpers : 

J^ n C \2r — x)^.dy -= ^7r(3r* — örx^ -^Xi'^)^2rxi —Xy^ — 

— i^(3r* — ^x^-^x^)42r(c^ — x^ 4- 



J^«^[i ix^-x^^) + rix,^ ~ x^') + 4r^ {x, -x^) + 8r^?|^— |] 



J-i 



-I- r*7^ arc cos 



r2 



Wenn man hierin Xi ^ setzt und rcj « rc unbestimmt lässt, so 
erhält man für das Volumen J' des entsprechenden Körpers, welcher 
aaf der durch die Rotation der X Axe entstehenden Ebene ruht : 



JT' == — |7i(3r* — örx-{-x^) ^2rx — a;* 4- r*7r arc 



cos 



r — X 



r 

Wird in diesem Ausdruck noch a? « 2r gemacht, so ergibt sich für 
den kubischen Inhalt J" des Körpers, der durch Umdrehung der 
einen Hälfte der Cissoide um ihre Asymptote entsteht: 
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f ) Denkt man sich den in b) bestimmten Bogen um die XAxe 
gedreht, so erhält man eine krumme Oberfläche, deren Flächeninhalt 

0^2r;r[^V8i^^=^35^+|^ arccos ^^ f. 

Wenn man hierin a;, = und Xi ^ x setzt, so erhält man für den 
Flächeninhalt 0' des betreffenden Stückes der Rotationsoberfläche, 
welches, vom Coordruatenanfangspunkt ausgehend, bis zu einem mit 
der Asymptotenebene parallelen Schnitt reicht: 

C/= 2r7i\ TT- Jorx — ox^ -H -7^ arccos — 7 ■=. n . 

\,x — 2r'* yl3 Ar ^3 J 

g) Der Schwerpunkt des iu d) bestimmten Kotationskörpers 
liegt auf der XAxe, und zwar ist seine Entfernung vom Anfangs- 
punkt der Coordinaten 

t ^ /'"'' *^ 32r*7r pf^ sinV , 

^ = 77 ^'dx^-j-J r=r^i^-^^«v^y- 

32t*7t y« 

= j- [i 8in*y + 1 sin^^y 4- 1 sin^y + ^ sin^y 4- ^ cos 9] . 

h) Der Schwerpunkt des in e) gebildeten Rotationskörpers 
liegt offenbar auf der Asymptote, und seine Entfernung von der 
durch die Rotation der XAxe entstandenen Ebene wird 

' ^T/ yi^'f' — ^y dy "^ — j I sin*qp(3 — 2 sin V) cos ?> »jP = 

Beginnt die rotirende Fläche im Coordinatenanfangspunkt, ist also 
^1 == und wird überdiess noch 9> fiir qpj gesetzt, so folgt 

T]' = j., (sin^y — ^ sin®^). j 

1 
Wenn hierin y = ^tt angenommen wird, so ergibt sich für den 

Schwerpunkt des Rotationskörpers, der durch die Umdrehung des 

einen ganzen Astes der Cissoide um ihre Asymptote entsteht: 

rj •= 



li 



HS 

6) Untersuchung der Conchoide. 

Nach Bd. I, S. 181 lautet die Gleichung der oberen Conchoide : 

In manchen Fällen ist es zweckmässig, diese Gleichung durch die 
beiden folgenden zu ersetzen: 

X ^ a sin y + 6 tang (p, y ^ a cos y, 
welche die Coordinaten eines beUebigen Punktes der.Curve als 
Function der neuen unabhängigen Veränderlichen 9) darstellen. 

Wählt man den Punkt a; «= 0, y = — b als Pol eines Polar- 
coordinatensystems, so ergibt sich mittelst der Transformations- 
formeln X — rsinip, y-hb ^ rcostp 
als Gleichung der Conchoide in Polarcoordinaten 

r-= a-\ -, 

cosi^ 

in welcher r den Radius vector und xp den Polarwinkel eines be- 
liebigen Punktes der Curve bedeutet. 

a) Der Inhalt F derP'läche, welche von der XAxe, den beiden 
zu Xi und X2 gehörigen Ordinaten und dem entsprechenden Curven- 
bogen begrenzt wird, hat zum Ausdruck 

F = f%dx - af'^a cosV + ^) ^9 - 

«= a[a(|y + 1 sin 2(f)) + bl tang (\n -{-{y»)] 

b) Die von der FAxe, den beiden zu den Ordinaten yi und 
iji gehörigen Abscissen und dem entsprechenden Curvenbogen ein- 
geschlossene Fläche hat den Inhalt 

i* = / osdy «= — al {a sin'y H b cos q))d(p « 

«/ . aß COS CP 

= a[.ia(^ sin2y— -y) + 6siny — &Ztang(|7r+^y)] . 

c) Der Flächeninhalt i^" des Sectors, welcher von den beiden 
zu 1/^1 und tp2 gehörigen Leitstrahlen und dem entsprechenden 
('urvenbogen begrenzt wii'd, ist 

Sohncke*» Aufjgabensaramlang. II. 8 
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V ^^ V „, V cos xp c^%^\p f ^ 

= J [a^V^" + 2a6 l tang (JTt + ^i/O + &' tang^ Vl!'- 

d) Der Schwerpunkt der in a) bestimmten Fläche hat die 
Goordinaten 

^^ -^jxydx^ 



COS-f'i 



a n^^x , o • . X • . , sin <p 

-fii i acos-y sm y + aosincp cos cp 4- oo — — 
±J L cos 9? 



a& . . , , &2 yr« 



FV o ^2 ^ cos y X^ 



fi r*'f 



1 /*^8 a* A' * 

?; == Typ / y'diT ===oxi / (6 + a cos y — a sin^y cos y) dtp 



r2 



=^ 2F[fr^ + a sin SP — ^ sin^H/.' ' 
e) Der Schwerpunkt der in b) genannten Fläclie ist bestimmt 



durch 






•=" — o^/ / [{(^' — ^*) sin ^ — a^cos^y sin er + 2a6 ^ — 

2Ji J ^^ ^ ^ cosa> 

— 2db sin y cos (f\ d<p = 
= — ^ pi [(&* - a^)cos y + ö^ cos*?) — 2a6 Z cos y + ab cos^y] * ; 

1/^2 a* y^2 

rj = ^, I xydy=^ — ^/ (a sinV cos y H- 6 sin-y ) dy «= 

^2 

«= — ^1 -f- sin^y + Y (y — J sin 2y)j . 

f ) Wenn man die in a) genannte Fläche um die XAxe dreht. 
so wird der kubische Inhalt J des dadurch entstandenen Eotations- 
körpers 
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J = 7j\(h^ sin 7) — ^ sin'V) 4- a»6y] 

g) Dreht man die in b) genannte Fläche um die FAxe, so 
wird der kubische Inhalt J' des dadurch entstandenen Körpers 

T ^ n r x^dy = — an j f (a- — 6^) sin 9p — a* cos-y sin y + 

r. , sin ff .^ 7 . 1 • «in </> 1 , 

-h2(w — zdb sm cf> cos CT + 0* v \d(r «= 

cos r/> COS-fjT J 

(&- — a*) cosy + -^cos'qp — 2a6Zcos5P+a6cos*<3rH 1 • 

o cos y ij« 

h) Der Schwerpunkt des in f ) genannten Rotationskörpers liegt 
auf der XAxe, und zwar ist seine Entfernung vom Anfangspunkt 
Tca^ua'^ , ab . . , . ^,7 V^'» 



b = — T 14 cos^y- + -^ cos'y + 06 cos y + 6' ^ cos y j . 

i) Der Schw^erpunkt des in g) genannten Rotationskörpers 
liegt auf der TAxe, und seine Entfernung vom Anfangspunkt ist 

na^t a^ VP« 

rj = ^7^ I -j sm*fp'\'2äb (\ cos'y — cos ff) -l-6*(^ cos^^p -— Z cos y) I . 

7) Untersuchung der Curve, welche durch die Gleichungen 

dargestellt ist (S. Bd I, S. 183). 

Die Curve besitzt eine Schleife, welche von a? — bis x^3 reicht. 

a) Die Hälfte des von der Schleife begrenzten, zur XAxe 

symmetrischen Flächenraumes hat den Inhalt 

3 /'• — — — 

F^j'ydx= 2y {t - J<») tdt = 2[i<» - -,«5<*]f = I ylS. 



b) Der zugehörige Bogen hat die Länge 



c) Der Schwerpunkt der in a) erwähnten Fläche besitzt die 
Coordinaten 

I = ^pf\dx = |U<»- ^V]"^' - h 
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d) Der Schwerpunkt des in b) genannten Bogens i«t bestimmt 
durch 


3 



8 







e) Wird die Fläche a) um die XAxe gedreht, so entsteht ein 
Rotationskörper, dessen kubischer Inhalt 



f ) Die krumme Oberfläche dieses Körpers wird 
= 271^ yds = 2u[^fl'h^t* — j^t^]^^ Stt. 

g) Denkt man sich die Fläche a) um die YAxe gedreht, so 
wird der kubische Inhalt des entsprechenden Rotationskörpers 

3 ;— 

J =1 2n r xydx - ^n[\t^ — ^\t'^]^^ - U^'S.n, 



Welche Gestalt haben die hierbei angewandten Volumenelemente? 
h)-Für die krunune Oberfläche des Körpers g) ergibt sich 

3 — ■ 

=-2nf xds ^ 2n [|*8 + ^#5]V^^ _ 2^8 ^3". ^^ 

8) Untersuchung der logarithmischen Linie. 

Die Gleichung der logarithmischen Linie lautet nach Bd. I, S. 184: 

y = mix oder x = e^. 
Sollen jedoch die Dimensionen genau berücksichtigt werden, so muss 
man die Gleichung in der Form . 

wählen. 
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a) Der Flächenraum , welcher zwischen zwei zu den Abscissen 
Xi lind X- gehörigen Ordinalen, der XAxe und dem entsprechenden 
Curvenbogen liegt, hat den Inhalt 

X X* 

F = mxn l - *- — mXi l—^ — m(Xi — xA 
m m 

Rechnet man die Fläche von dem Punkte iPj -= m, yi = an, so 

wird F' = mxl mx-^m* = m(xl x + m). 

m m 

h) Der Flächenraum, welcher zwischen den Geraden y ^ yu 

y = yij <ler FAxe und dem Curvenbogen liegt, hat den Inhalt 

r ^- —1 

F" «= m^\e^ — e^J — m(a?2 — ^i)- 
Setzt man hierin a^j « und x^ ^ x, so wird der Flächenraum, 
der zwischen dem unendlichen Ast der Curve, der FAxe, die zu- 
gleich Asymptote ist, und der Abscisse x liegt, ^ mx, d,h. gleich 
dem doppelten Dreieck, welches von der Abscisse x, der zu diesem 
Punkt gehörigen Tangente und der YAxg gebildet wird. Das in 
Betracht kommende Stück der YAxe (die auf die FAxe bezogene 

Subtangente) hat nämlich die Länge x.^ ^ m. 

c) Die Länge s des Bogens, welcher zwischen den in a) ge- 
nannten Ordinalen liegt, wird 

/~2^. — 1 rö ^ .Xi^n^ + Xi^ + mXi' 

s « ^m^-\'X2^ — ylm'-{'Xr — ml ' , i -• 

X2ylm^-{'Xi'^ + mx2 

d) Der Schwerpunkt der in a) genannten Fläche ist gegeben 



^-''M'i)'-<^<-- 



^ rs ^.X . .,a?j 



F^^ m * ^^1 
e) Der Schwerpunkt der in* b) genannten Fläche hat die 
Coordinaten 



^i ^Xi 



mx^l-^—mxtl-^-^ m(x2 — xi) 
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a;2 — ä;i * ' '^ 

f ) Wenn man die in a) genannte Fläche um die XAxe dreht, 
so wird der kubische Inhalt J des entstehenden Rotationskörpers 

Setzt man hierin äJj «= und x^ = m, (wobei zu beachten ist, dass 
xlx für ic = gleich Null wird) so erhält man für den Körper, der 
durch die Umdrehung desjenigen Curvenarmes entsteht, für welclieii 
die l'Axe Asymptote ist, und der andererseits durch die Ebeue 
begrenzt wird, welche die FAxe bei dieser Rotation beschreibt: 

g) Der Schwerpunkt dieses so eben erwähnten Rotationskörpers 
liegt auf der XAxe, und zwar ist 

Für Xx, ^ 0, X2 = m ergibt sich hieraus ? = {m. 

h) Wenn man die in b) genannte Fläche um die FAxe dreht, 
so wird der kubische Inhalt J des entstehenden Rotationskörpers 

J ^ imniXi^ — Xi'^). 
Set^t man hierin a^i = und Xi = ni, so erhält man für den Kör- 
per, der durch Umdrehung desjenigen Arms der Curve um die 
FAxe entstanden ist, für welchen diese FAxe Asymptote ist, als 
kubischen Inhalt {m^n. Um den Inhalt des Körpers zu erhalten, 
der durch die Umdrehung eines Theils des andern Arms entsteht, 
setzt man Xi «= m und x^ = x^ wodurch sich ergibt 

e7' == ^ mnx'^ — \m^Tt = ismn (x- — m^). 

i) Für den Schwerpunkt des so eben genannten Rotationskör- 
pers, der auf der Yky li^'gt, erhält man • 

Setzt man hierin iCi =- und x^ = m, so folgt für den Schwerpunkt 
des vorhin = \;m^n gefundenen. Körpers: ri = — \m. 



X 
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9) Untersuchung der Kettenlinie. 

Nach Bd. I, S. 191 lautet die Gleichung der Kcttenlinie: 

[X iFTj 

a) Der quadratische Inhalt F des Flächen rauraes, welcher von 
der Abscissenaxe , den zwei zu den Abscissen x^ und Xy gehörigen 
Ordinaten und dem entsprechenden Curvenbogen begi'enzt wird, hat 
den Ausdruck 

und wenn man die Fläche vom Anfangspunkte der Coordinaten an 

[X arl 

Bezeichnet man den Winkel, den die zur Abscisse x gehörige Tau- 

(X X V 

e »» — e '''* /, 

mithin F' =» m* tang a. 

Der Flächeninhalt F ist demnach gleich dem doppelten Inhalte des 
Dreiecks, welches von der XAxe und den beiden Senkrechten ge- 
bildet wird, die vom Scheitel der Curve aus auf die zu x^ und X2 
gehörigen Tangenten gezogen werden. 

b) Die Länge s des Bogens, der zwischen denselben Ordinaten 
liegt, wird 

/ X^ _X^\ l X^ _ÜC^\ 

s ^ {m\e'^ — e ^f — ^m\e^ — e ^* /. 
Rechnet man die Länge s des Bogens vom tiefsten Punkte der 
Curve an bis zu einem beliebigen Werthe von x, so ist 

(X X \ 

e^^ — e w ^ « m tang a. 

Es besteht daher zwischen s, y und m die Gleichung 

g'2 « y» — nj*, 

welche die Construction der Bogenlänge s' als Kathete eines recht- 
winkligen Dreiecks ermöglicht, dessen Hypotenuse y und dessen 
andere Kathete m ist. Ist nämlich P ein Curvenpunkt, P' seine 
Projection auf der XAxe, FT die zugehörige Tangente, und be- 
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zeichnet man noch den Fusspunkt des Perpendikels von P' auf die 
Tangente mit S, so finden sich in dem Dreieck PP'S die Grössen 
PP' = y, P'S = m und PS == s' dargestellt. Zugleich ist der 
Flächeninhalt des so construirten Dreiecks gleich der Hälfte der in 
a) bestimmten Fläche F'. 

c) Der Schwerpunkt der in a) genannten Fläche hat die Coor- 

(linaten ^ «= ^-=,L(a; — m)e^ — (x + m)e ^ J ; 

, r 2x 2x-f^ 

ri = rn^vne^^-\-4x — me^I * 
IbJr . -^i 

Für die vom Scheitel der Curve aus gezählte Fläche F' ergibt sieb 

demnach, indem x^ = 0^ x^ = x gesetzt wird, 

X X 

fc {p^ — m)e^fi — {x-\-m)e ^ + 2m 

^ XX ' 



n 



I 2x S—\ 

i\me^^ -i-ix — me ^j 



X x 



d) Der Schwerpunkt des in b) genannten Bogens hat die 



— I 



X^ 



[X x 1 
— I 

(x '—m)e^*^ — {x + m^e ^J^ • 

Wird der Bogen vom tiefsten Punkte der Curve an gerechnet, ist 
also rc, = und überdiess a?^ = x, so findet sich . 

(sc OC \ l X X \ X _^^ 

^ XX X ^ 

ßm — ß m ßm — ß w 



Ix __^ ^ 

\ß2m — e -^1 



X X\ 



ß2m ß 2m 

X — m- — — - -= X — m - 

Ix X \l X CC \ X X 

y^ßlm-^ß 2mj\e2m — ß 2m j ß2m^ß''2m 
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Bezeichnet nun y, die zur Abscisse ix gehörige Ordinate und s, 
die zu eben dieser Abscisse gehörige Bogenlänge, so wird 









wobei s die vom tiefsten Punkte der Curve aus gezählte, der Ab- 
scisse X entsprechende Bogenlänge bedeutet. 

Die zuletzt für | und tf} angegebenen Ausdrücke lassen sich 
leicht geometrisch construiren. 

e) Wenn man die in a) angegebene Fläche um die XAxe 
dreht, so wird der kubische Inhalt J des dadurch entstehenden 
Körpers 

^me^'\-2x — ^W6"w I ^ 
und für a^i ■= 0, iCj »= icn 

me^fi-h 4x — m e '" J =« 

f) Denkt man sich die Fläche, welche von der FAxe, einer 
gewissen Abscisse x (d. h. einer Parallelen zur XAxe, deren Ab- 
stand von der XAxe gleich y und deren Länge gleich x ist) und 
dem zugehörigen Curvenbogen begrenzt wird, um die FAxe ge- 
dreht^ so ist der kubische Inhalt J des hierdurch entstandenen 
Rotationskörpers 

(0? X \ * t X x\ 

,,e»i-he »* / — mx\e^i — e »*/ — 2w*]« . 

8* 
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( l m J *^ m I 

g) Wird der unter b) genannte Curvenbogen um die XAxe 
gedreht, so ergibt siph für den Inhalt der so entstandenen Rota- 
tionsoberfläche 

me^ -{- 4ä?2 — me ^ j — {mrc . ime ^ 4- 4xi — me ^i 
Fängt die rotirende Curve im Scheitel (x^ = 0) an und wird bis 
zu einem gewissen Werthe von x gerechnet, so findet sich 

me^ + 4x — me ^J. 

h) Denkt man sich die im Scheitel anfangende und im Punkte 
Xy y endigende Curve um die ZAxe gedreht, so erzeugt sie eine 
Rotationsoberfläche, deren quadratischer Inhalt 

x\e^ — e ^f — m\e^+e w/+2mj = 
= 2m7tyly^ — m^ 1-^ ^^ 2m7i(y — m) = 

"= 2m7c[sl^ — (y — m)l , 

i) Der Schwerpunkt des in e) genannten Rotationskörpers liegt 
auf der XAxe, und seine Entfernung vom Coordinatenanfangspunkt 
wird, wenn man der Einfachheit wegen x^ ^ als untere Integi'a- 
tionsgrenze wählt, 

/ ?? _?? \ / ?f _ r? \ 

x\me^ — me ^^-h2xj — hm^\e^'\-e ^ — 2/ > 



2^v 
4x-hm\e^^— e ^j 






k) Der Schwerpunkt des in f ) genannten Rotationskörpers liegt 
auf der FAxe, und seine Entfernung vom Coordinatenanfangspunkt 

ist j^=-öY-Lit;^U^+6 ^j—mx\e^^—e ^/-4--Smv»^+e^^'*— 2/J= 

öd 
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i'-'t' U <y* + «*) ^^" - ys] + is» 



m "' m 



1) Der Schwerpunkt der in g) genannten Rotationsoberfläche 
liegt auf der XAxe, und seine Entfernung vom Anfangspunkt der 
Coordinaten wird 

m) Der Schwerpunkt der in h) genannten Rotationsobei^fläche 
liegt auf der FAxe, und seine Entfernung vom Coordinatenanfangs- 
punkte ist 

m^Tif I - I ml - , -- ] 2x^ 1 

' 40 L 2 ' m ^ 



2^ m * * \ m f 



10) Untersuchung der Cycloide. 

Nach Bd. I, S. 178 wird ein beliebiger Punkt der Cycloide dar- 
gestellt durch die Gleichungen 

X = r{q> — sin y), y = r (1 — cos y), 
m welcher r den Radius des rollenden Kreises und y den Wäl- 
zungswinkel bedeutet. 

Vorbemerkung. Der Einfachheit wegen soll für sämmt- 
liche in dieser Nummer auftretenden bestimmten Integrale Null 
(^1 = 0, resp. ^1 = 0) als untere Grenze gewählt werden. 

a) Der Flächenraum, welcher von der XAxe, der zur Ab- 
scisse X gehörigen Ordinate y und dem entsprechenden, im Null- 
punkt beginnenden Curvenbogen begi-enzt wird, hat den Inhalt 

F== jydx=^r^ j (1 — cosy)^dy = ^^(5^ — 2sin y H-4sin2y). 



Fügt man zu dieser Fläche noch den Inhalt des sich anschliessenden 
rechtwinkligen Dreiecks hinzu, dessen Katheten y und {r(p — x) sind, 
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.OC 



SO folgt l ydx-^^yrwKf = \r^{^> — sin y ), 



und es ist daher die Fläche, welche von der XAxe, dem Curven- 
bogen und der zum Winkel y gehörigen Sehne des erzeugenden 
Kreises begrenzt wird, drei Mal so gross, als das durch eben diese 
Sehne bestimmte Kreissegment. 

Für fp^n ergibt sich aus der ersteren dieser Formeln!'^' =3 r-;i 
als Inhalt der durch den halben Cycloidenzug bestimmten Flüche. 
Sonach wird das von den Coordinatenaxen und den Geraden X'=m, 
y ^ 2r gebildete Rechteck durch die Cycloide in zwei Theile ge- 
theilt, die sich verhalten, wie 3:1. 

b) Die Länge s des Cycloidenbogens, vom Anfangspunkt bis 
zu einem gewissen Werthe von x^ resp. fp gerechnet, ist 

s =*4r(l — cos^y) — Srsin^^y. 
Für y « TT ergibt sich hieraus s «=» Ar als Länge eines halben 
Cycloidenzuges. 

c) Die Coordinaten des Schwerpunktes der in a) genannten 

Fläche werden 

t |y^ — cos y + (/> sin y (| cos y — 2) — \ cos'y + j^cosV+l? . 

*" iy — 2siny-h |sin2y 

_ 4y — 4 sin y + 1 sin 2y + i^ s in^y 
^ " 3y — 4 sin y + 4 sin 2y 

Für rp '= n erhält man hieraus die Schwerpunktscoordinaten der 

halben Cycloidenfläche: 

für (p ^ 2n diejenigen der ganzen Cycloidenfläche: 

d) Die Coordinaten des Schwerpunktes des in b) genannten 

Bogens werden, wenn man der Kürze wegen 4y = xp setzt, 

t ^ o '-'ipco8ip-{- siaxp — j sin^eft 

1 — cosip ' 

c, T — cos i/; 4- 4 cos'i// 
' 1 — cos ip 
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Die Hälfte eines Cycloidenzuges , vom Nullpunkt bis zum höchsten 
Punkt der Curve {tp « ^n) gerechnet, hat demnach die Schwer- 
punktscoordinaten S "■ J**, i? ■** |^- 

e) Wenn man die in a) genannte Fläche um die XAxe dreht, 
so entsteht ein Körper, dessen kubijscher Inhalt 

J — r% [|9 — 4 sin y 4- 1 sin 29> + 1 sin'y]. 
Setzt man hierin fp '^ n^ so ergibt sich für den kubischen Inhalt 
J' des Körpers, der durch die Rotation der halben Cycloidenfläche 
um die XAxe entsteht, J' =» fr^Ti*. 

f) Die krumme Oberfläche des soeben genannten Rotations- 
körpers hat den Inhalt 

= 16r%[J — cos i/;-j-|cos'e/^], wobei ip -= ^g>. 
Für tp « ^TT, d.h. für den Inhalt 0' derjenigen Oberfläx5he, welche 
durch die Rotation eines halben Cycloidenzuges um die XAxe ent- 
steht, ergibt sich hieraus (/ — ^r^n. 

g) Der auf der XAxe liegende Schwerpunkt des in e) erwähn- 
ten Rotationskörpers ist bestimmt durch 

'i = —j-\\V^ + 9» sin 5P ( — -^ + 4 cos y — | cos^y) — f cos y — 

— \ cos'y 4- $ cos'qp — \ cosV 4- -/]. 
Wird y «= TT gesetzt, so folgt für den Schwerpunkt des entspre- 
chenden Körpers $ « ^("9*'*'2X~)* 

h) Der auf der XAxe liegende Schwerpunkt der in f) er- 
wähnten Rotationsoberfiäche ist gegeben durch 

w _ — \ip cos i/;(2 + s in^i//) + ^ sini// -h ^ sin^i ft — ^ WL^xp 

J — cos T// + i GO^^Xp ' 

wobei \p « ^q>. 

Für xp «=» ^TT, d. h. für den Schwerpunkt der durch die Rotation 

des halben Cycloidenzuges entstehenden Oberfläche ergibt sich 

hieraus ^ «= f | r, 

i) Denkt man sich diejenige Fläche, welche von der TAxe, 

dem Cycloidenbogen und einer durch den Punkt x^ y zur XAxe 
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parallel gezogenen Geraden begrenzt wird, um die FAxe gedreht, 
so entsteht ein Kotationskörper, dessen kubischer Inhalt 

J =- r^n [ — y*(i 4- cos y) + 9) sin 9) (2 4- cos y) + cos y> + 

-I- 4 COS-7) 4- \ cos'y — V ]• 

Macht man hierin 9) = tt, so folgt 

J'« r^TrCiTT« — f). 

k) Die krumme Oberfläche des in i) genannten Rotations- 
körpers wird, wenn man xp = ^(p setzt, 

= 16r%[ — t// cos t// + sini// — | sin^i//]. 
Der halben Cycloide {xp^^n) entspricht demnach ein Rota- 
tionskörper, dessen krumme Oberfläche 

a - t^ r^n. 
(Vergl. das unter f ) gewonnene Resultat). 

1) Der Schwerpunkt des in i) genannten Rotationskörpers liegt 
auf der FAxe, und seine Entfernung vom Coordinatenanfangspunkt 

ist iy «= j [ — {(p^ Q+2cosy — cos*9))4- ysiny (|-H ^cosy — f cos^^) + 

4- 1 cos 9) + 1 COS29) 4- ^ cosV — I co8*9) — fi]. 

Für 9) «= TT folgt hieraus ri = ^^ ^ ^^ r. 

m) Der Schwerpunkt der in k) genannten Oberfläche ist be- 
stimmt durch 



_ — ^^P cos i//(2 4- sin-i//) +4 sin ?/; 4- f sin^i// — | sin 
' ' — 1/; cos xp -^^mxp — \ sm^ip 



W 



wobei «/' «= 49^- 

Setzt man hierin xp = ^tt, so findet man für d^n Schwerpunkt 
der Oberfläche, welche durch die Rotation der halben Cycloide um 
die FAxe entsteht, rj = ffr. (Vergl. h)). 

n) Die Fläche, welche von der Geraden x <= rn, dem vom 
höchsten Punkte der Cycloide aus gerechneten Curvenbogen und 
der durch den Punkt x, y der Curve zur XAxe parallel gezogenen 
Geraden begrenzt wird, rotire um die Gerade x = rn. Wie gross 
ist der kubische Inhalt des dadurch entstehenden Rotationskörpers-'' 
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Vorbemerkung. Zur Lösung dieser und der nachfolgenden 
Aufgaben ist es zweckmässig, das Coordinatensystem in den höch- 
sten Punkt der Cycloide zu verlegen und den Wälzungswinkel von 
der Geraden x = r/r, der Symmetrieaxe der Curve, aus zu zählen. 
Zwischen dem ursprünglichen und dem neuen Coordinatensystem 
bestehen die Beziehungen 

X ^ rn — a;, y = 2r — y, xp = tt — (p. 
Hiemach ist irgend ein Punkt der Cycloide bestimmt durch die 
Gleichungen x ^ r{ip-\- sin ip)y y ^ r (1 — cos \p). 

Nun wird das verlangte Volumen 

/y /»'/' 

x'^Ay -= r^Tt I (tp^ + 2i// sin </; + sin*i//)srn xpdip ^ 



= r^Ti [tp^(i — cos ip)-['tp sin \p{2 — cos i/;) -H cos xp — { cos^ifß 4- 

+ J COB^lff — i ]. 

Für xp^n^ d. h. für den kubischen Inhalt J"' desjenigen Kör- 
pers, der entsteht, wenn die halbe Cycloide auf die angegebene 
Weise rotirt, ergibt sich hieraus 

r «.r% (471^—1). 
Das Volumen des letztgenannten Körpers ist auch gegeben durch 

yx dx «= r% [\xp^ + xpsmxp (4+ cos tp) + 2 cos xp — 



— f C08*t// — I cos^xp ] ' = r^Ti{^'nfl — |). 

Von welcher Form sind die hierbei zur Anwendung kommen- 
«len Volumenelemente? 

o) Die krumme Oberfläche des in der vorigen Nummer ge- 
nannten Rotationskörpers wird, wenn man noch t '== {xp setzt, 

-= IGr^Ti (t sin t + cos t — ^ cos'r — |). 
Macht man hierin ^«=^71, so kommt für den Lihalt 0' der ent- 
sprechenden Rotationsoberfläche 

0' « 8r%(7r — I). 
p) Der Schwerpunkt des in n) genannten Rotationskörpers 
liegt auf der Rotationsaxe, und seine Entfernung von der X'Axe ist 
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rf -« — ^[i//^(| — cosi// + .lcosV)+2(| — Jco8?//4- Jcos^l//)t//sinV^+ 
4- 1 cos t// — I cos'i// 4- 1 cos'i// — I cosV — t\]- 
Denkt man sich die halbe Cycloide um die Y'Axe gedreht, so 
hat der Schwerpunkt des so entstandenen Körpers von der X'Axe 

den Abstand {xp^jt) rl = r , 2 _ qa ' 

seine Entfernung von der ursprünglichen XAxe wird demnach 

„ , 4571* - 128 

q) Der Schwerpunkt der in 0) genannten krummen Oberfläche 

ist bestimmt durch 

/ f^ \x sin^-f-| cos x^ — t cos^r + \ cos ^r — -^^ 
^ T sin T 4- cos IT — I cos'i: — J ' 

wobei T «= 4^- 

Für T «= |7r findet sich hieraus 

' - ^r^^^^— g^ oder , « 2r-r; « iSr^^^^—;^. 

r) Lässt man die Cycloide um die Gerade y = 2r, d.h. um 
die X'Axe rotiren, so wird der kubische Inhalt J des so entste- 
henden Rotationskörpers 

/^' , , p^ 

y^dx = IGr^Tv 1 (sin*r — sin*r)dr = 


« r^n [t — \ sin 2t — | sin 4r -f- -^^ sin 6t] , 

wobei T für ^1// gesetzt worden ist. 

Für r « J TT , d. h. für den kubischen Inhalt J' desjenigen 
Körpers, der entsteht, wenn die halbe Cycloide in der angegebenen 
Weise rotirt, ergibt sich hieraus: J"' = 4 ^'^• 

s) Die krumme Oberfläche des in der vorigen Nummer ge- 
nannten Rotationskörpers hat den Inhalt 

^ 271 1 yds = IGr^TT / sin*rcosTdr = */ ***^ sin*r, 


wobei wieder t ^ ^tp. 

Für T — ^TT wird: 0' ■== ^^r^n. 



12» 

11) Untersuchung der Epicycloid^. 

Ein beliebiger Punkt der Epicycloide ist nach Bd. I, S. 193 
bestimmt durch die Gleichungen 

X «= (r 4- ^) cos qp — q cos I ^ j y, 

y = (/• -h ^) sin qp — ^ sin I — I y. 

a) Zieht man durch zwei Punkte der Curve, welche den Wer- 
then (fi und (p^ der unabhängigen Variablen (jp entsprechen, Paral- 
lelen zu der XAxe, so hat die Fläche, welche von diesen Geraden, 
der FAxe und dem Curvenbogen begrenzt wird, den Inhalt 

1?= {r^rQ)\—Y^^-\- --^sm2y — ^— ^^ sm — y — 

— ^sml ^tp l-l- .( \ . sm(2 ^ y ) • 

2 V p ^ / 4(r-fe) \ q ^ flf, 

Macht man q ^ r, so wird die Curve bekanntlich die Car- 

(lioide. (Vergl. Bd. I, S. 195.) 

Die genannte Fläche wird dann 

F -= r^rSy — 3siny + sin2y — sinSy^ Jsiniy] 

Vi 

Setzt man hierin ^i — und ^2 = ^^r, so folgt: 

Wenn man hiervon noch 2r^ abzieht, so ergibt sich für den Inhalt 
derjenigen Fläche, welche durch die in der Spitze der Curve er- 
richtete Ordinate von der halben Cardioidenfläche abgeschnitten wird 

Der übrige Theil der halben Cardioidenfläche wird gegeben durch 
/ ydx = 2r* / (2 sin y — sin 25p) (sin 2g> — sin y) dtp -= (47r+ 4)r^. 

Hiemach wird die Hälfte der Cardioidenfläche *= 3r^n. 

Die Anwendung von Polarcoordinaten gestattet eine kürzere 
Herleitung des letzteren Resultates. Wird der Pol des Polarcoor- 
tlinatensystems in die Spitze der Cardioide verlegt, so lautet die 
Gleichung der Curve: u = 2r(l — cos^), 

Sohncice*! Aufgabenaunmlang. 11. 9 
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wo u den Leitstrahl und t die Abweichung bedeutet. Der Inhalt 
der halben Cardioidenfläche wird nun bestimmt durch 

^ r uHt = 2r^C (1 ~ cos t)'^dt - 3rV. 



Die ganze Cardioidenfläche hat sonach den Inhalt Öt'tt. 

b) Die Länge des zwischen den vorhin genannten Grenzen 
liegenden Bogens wird 

^ = f (*" + e) y^^ 2q ^' "" ^^2^ ' ^*)' 

Setzt man (» « r, so folgt für den Bogen der Cardioide 

s «- 8r(c08 ^q>i — cos i^j). 
Der zwischen den Punkten yj^^O und fp^^^n liegende Cardioidenbogen 

hat demnach die Länge s' = 8r (1 — 4h )\ die den Grenzen y, = ^n 

und if^^n entsprechende Länge wird s'^Sr^h' Mithin ist der 
halbe Umfang der Cardioide = s 4-s" == 8r, somit die gesammte 
Peripherie = 16 r. 

c) Der Schwerpunkt der in a) genannten Cardioidenfläche hat 
die Coordinaten 

tj « -^[ — 4cosy+f cos2<jp — | cos 89)+ cos 4y — icos59+y*YCOs6y] ; 
I -= -=;[ — 29P + V8iny — VsinSy+lsinSqp — |sin49P+i8in59> — 

d) Der Schwerpunkt des in b) genannten Cardioidenbogens 
wird gegeben durch 

Aar T's 

^« — [2 sin l^p — sin f ^p + 1 sin 4y] ; 

^ «= — [2cos|y — co8|y-j-|cos|y] . 

Die Schwerpunktscoordinaten des halben Umfanges der Cardioide 
werden demnach (yj -== 0, qpj «== n) 

»/ -= fr; 5 — — 1^- 
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e) Wenn man denjenigen Theil der halben Cardioidenfläche, 
welcher zwischen der Geraden x^r und der Grenztangente x^\r 
liegt y nm die XAxe dreht, so muss man die rotirende Fläche als 
Yon den beiden folgenden Curven begrenzt betrachten: 

r « / 3r» — 0?* + iJrVSr*— 2rx, 

y « J^i — x^ — 2r V3r* — 2rx. 
Der kubische Inhalt des entstandenen Rotationskörpers wird dann 






J ^n r (T* y^)dx •= |H;i. 

Der andere, von a^— — 3rbisa:2«»r reichende Theil des durch 
die Rotation der Cardioidenfläche um die XAxe entstandenen Kör- 
pers hat das Volumen 

r « nfy^dx = 20r»7r. 

f ) Der Schwerpunkt dieses ganzen Rotationskörpers liegt auf 
der XAxe in der Entfernung ^ ■= — 1/* vom Coordinatenanfangs- 
punkt. 

12) Untersuchung der Curve (Astroi de), welche durch die 
Gleichungen x «= rcosV» V ^ rsin'y 

bestimmt ist. (S. Bd. I, pag. 199.) 

a) Die Fläche, welche von den Coordinatenaxen und dem- 
jenigen Curvenzweige begrenzt wird, dessen Punkte positive Coor- 
dinaten besitzen, hat den Inhalt 

r 

F^iydx'^ — Zr^f sin*y cos^y dq> « 

3r* [i i^ sin 6y — V, sin 4y — Vt sin 2y + ^«^yj « /, r%. 

b) Die Länge eines Curvenzweiges wird 
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c) Der Schwerpunkt der Fläche a) hat die Coordinaten 
1 y 3r* / 

= - ^ Li sin V — f sin^y + ^ sinV] j^ -= i ff . ^ ; 



.3 



1 pf Sr-» / 

d) Der Schwerpunkt des Bogens b) wird bestimmt dui'ch 

1 /»^ , 3r* /•^'^ - . , 3r*rcos*a)i2 
' a?a5' = / cos*5p sm y a^) = i ^ 1 

r 



^ = - y ^'d!^' "^ s J ^^^9>^^^9dv> = — ^ [ 5 ] =3^5 

'^ "" Tj y^^ ^ s~J sm^ycosycüy - -^ [-5 J ^ ^''' 

e) Wird die Fläche a) um die XAxe gedreht, so entsteht ein 

Rotationskörper, dessen kubischer Inlialt 
r 

• J ^ n j y'^dx = — 3r^7r j sin'^qp cos^y? d^ = 

a'^ 



= 3 r^TT [^ cos^y — I cos^y + f cos**?) — { cos'-^y] j « ^ r^n. 

f) Die krumme Oberfläche dieses Körpers wird 

^ 2n I yds = 6r*7r / sin^y cos ^dxp^ \r^n [sin^y] ^ ■= \r^n. 

g) Lässt man die Fläche a) um die Gerade rc = r rotiren, so 
wii'd der kubische Inhalt des entstehenden Botationskörpers gegeben 
durch 

r 

= — ßr^TT [y^2 siq 65p — tjV sin 45p — ^ sin 2^p + ^^^ 9 — \ sin*9> + 
+ ^sinV — isinVJi^-= ^'-t^u^^ — VAl 
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Dieser Körper bildet einen Theil des Cylinders, dessen Axe 
die Gerade x^r und dessen Radius gleich der Höhe =■ r ist. Der 
andere Theil des Cylinders, der entsteht, wenn die von dem Curven- 
zweige und den (leraden y = r und a; « r eingeschlossene Fläche 
um die letztere Gerade rotii-t, hat demnach das Volumen 

J' ^ r^n — J ^ r^n [{f,| — |\ tt]. 

h) Die krumme Oberfläche des Rotationskörpers g) wird 

13) Untersuchung der Tractrix von Huyghens. 
Die Gleichung dieser Curve ist (s. Bd. I, S. 207) 

Hierbei ist unter dem Zeichen des Logarithmus das obere oder 
das untere Vorzeichen zu nehmen, je nachdem y positiv oder nega- 
tiv ist. 

a) Die ganze Fläche, welche zwischen einem unendlichen Aste 
der Curve und ihrer Asymptote, der XAxc, enthalten ist, hat den 
quadratischen Inhalt 

ydx==- — 1^0,^ — y^dy = Uy^ä^—y'^-\-aHvcsm—\ — 



= \a^n. 



b) Die Bogenlänge, von a; « bis zu einem beliebigen Werthe 

von X gerechnet, wird 

/*^dy T a 
^ y y 

c) Wenn die Fläche a) um die XAxe rotirt, so ergibt sich 
für den kubischen Inhalt des entstehenden Rotationskörpers 

J = nTy^-dx = -TT r yyl^^^^dy -- ^U{a'-y^f][-{a^fi. 
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d) Die krumme Oberfläche dieses Körpers hat den Inhalt 

/a 
yds = 2an[y^^ = 2a^7i. 



14) Aufgaben über das Folium von Descartes. 

Die Gleichung dieser Curve lautet in rechtwinkligen Coor- 

dinaten : ät» + y' — ory « 0, (s. Bd. I, S. 182) 

und in Polarcoordinaten 

cos cp sin y 

cos^y -H sin"*?» 

Die Asymptote der Curve ist in rechtwinkligen Coordinaten 

bestimmt durch die Gleichung x-^-y-k-^a ^ 

und in Polarcoordinaten durch 

a 

3 (cos 9) + sin y) 

a) Der Inhalt F des durch die Schleife der Curve begrenzten 
blattförmigen Flächenstückes wird, wenn man Polarcoordinaten an- 
wendet, 

^J J (cosV+siii^9>) 



b) Das Dreieck, welches von der Asymptote der Curve und 
den zwei zu 95, und q)^ gehörigen Leitstrahlen gebildet wird, hat 
den Flächeninhalt 

. , /»^« , , _ a^ /^y» d(p a^ />y» d(tangy) 

"" V *' '^ "" 187 (cosy+siny)*" i8J (1+tangy)* " 



18ll+tangyjy/ 



Der Inhalt S des von der Curve und den Leitstrahlen y-*?!» 
y «= ^j begrenzten Sectors wird nach Aufgabe a) 



'^ 6ll+tang»yjy^ 
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Für den zwischen der Curve, ihrer A8ymptx)te und den beiden 
genannten Leitstrahlen enthaltenen Flächenraum findet sich demnach 



A--S 



_ aV 3 1 i^t 

18 Li +tang»9 l+tangyjy^ 



— ^^r 2— tangy -1^» 
"" IsLl — tang 9> 4- tangVjy j 

Setzt man hienn ^^ « — Itt, y, = — |;r, so ergibt sich für die 

zwischen der FAxe, dem einen unendlichen Aste der Curve und 

der Asymptote eingeschlossene Fläche 

Die soeben berechnete Fläche und das von den Goordinaten- 
axen und der Asymptote gebildete Dreieck haben somit denselben 
Inhalt. Der ganze zwischen den beiden unendlichen Aesten der 
Curve und Ihrer Asymptote enthaltene Flächenraum ist genau so 
gross, wie der blattförmige Theil der Curve. 

15) Die Gleichung der Quadratrix des Dinostratus (s. Bd. L 
S. 186) lautet inPolarcoordinaten: r =« 



2ro 9> 



n sm^ 

Der Flächeninhalt eines Sectors, der zwischen der Curve und 
zwei Leitstrahlen liegt, die zu den Abweichungen g>i und ffz S^' 
hören, wird 

S ^- / -r-^ . cUp ^ ^ [(pi^ cotg yi — 2yi Ism^i — 

Tr'jy^sm*^ ^ 

Fiii- y, =» 0, y, — {n folgt: 

n 
16j Die Gleichung der archimedischen Spirale ist 

r - 'g^l • (S. Bd. I, pag. 186.) 

a) Der Flächeninhalt eines zwischen der Curve und zwei Leit- 
strahlen enthaltenen Sectors wird 
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Setzt man hierin <f^ ~ 0, y^ = ^tt, so folgt: 

Dem Werthe y2='f ^ entspricht der Leitstrahl >*2 = l*o- be- 
schreibt man mit diesem Leitstrahl als Radius einen Kreis, so wird 
der Flächeninhalt des durch den Bogen \n bestimmten Kreissectors 
K « ^Vs^o*^- Es ist somit S' == |Z^. 

b) Die Länge des zwischen denselben Leitstrahlen enthalteneD 
Bogens wird 

17) Die Gleichung der logarithmischen Spirale lautet: 
r = af. (S. Bd.I, pag. 189.) 

a) Der Flächeninhalt eines Sectors wird 

Für 9>i = — oo, yj = y folgt hieraus iS' =^ ^-^ « dem halben 

Inhalt des Dreiecks, welches von dem Leitstrahl, der Tangente und 
der Polarsubtangente gebildet wird. 

b) Die Länge des zugehörigen Bogens wird 

J y ^ \ J i^ COS^ 

Da d' constant ist, so lässt sich der letztere Ausdruck leicht 
construiren. Je mehr sich die Curve dein asymptotischen Punkte 
nähert {r^ *= 0, r2 = r), um so genauer wird die entsprechende 

Bogenlänge = ^^^^ • 
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18) Die Gleichung der Spiralen im Allgemeinen ist(S. Bd.I. 
pag. 189) /• = ay". 

a) Der Flächeninhalt eines Sectors wird 

" \ w+1 / 

b) Die Länge des zugehörigen Bogens ist 

J fi 

welches Integral sich auf bekannte Weise für jeden speciellen Werth 

von n reduciren lässt. 

19) Die Gleichung der Lemniscate (s. Bd. I, S. 179} in Po- 
larcoordinaten lautet : r^ = d^ cos 2(f. 

a) Der Flächeninhalt eines Sectors ist denmach 

r^ .d(p = |a*(8in 2^2 — sin 2^x ). 

Setzt man hierin tp^ = 0, ^2 = i^> so wird der vierte Tlieil der 
Lemniscaten- Fläche «=» Ja*, also die ganze Fläche = a^. 

b) Die Länge des Bogens, in Polarcoordinaten ausgedrü(^kt, 

wu'd s = a I — 

J ^ y/l — 2sinV 

Da aber für diese Curve der Winkel y nicht über { n hinaus wach- 
sen darf, also auch siny nicht grösser als Vi werden kann, so ist 

unter allen Umständen erlaubt, sincp= -=?^ zu setzen. Hierdurch 

V2 

wird der Ausdruck für die Länge eines Lemniscaten - Bogens 

a r'^ dip 
s = ' 



12J Vr-isinV >/2^^^^' 



worin F(xp) das elliptische Integral der ersten Gattung bedentot, 

Jessen Modul == V^ ist. 

20) Aufgabe. Man bestimme für folgende Curven den In- 
halt derjenigen Fläche, welche von der Curve, ihrer Evolute und 

zwei Krümmungsradien der ersteren eingeschlossen wii*d. 

9* 
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Bezeichnet q den Krümmungsradius, da den Contingenzwinkel 
der gegebenen Curve, so wird der verlangte Flächeninhalt bestimmt 

Q'^da. 

a) Für die Ellipse x = a cos 9^, y = bsing) ist 

8 

, ___ ab dtp _ ( g'^sin^y 4- fc^cos-y)' ' 

~ a^sinV + ft^cos^y ' ^ ~~ ab ' 

demnach wird , 

1 /»^« 
F = -, / (a^sinV + ft'cos^yj^dy = 

1 r)/aV62v2 w«^— ^^'l «*— ^* • o . /a^— 6S*sin4(jpf 
- 2afem 2-) -^^-2-) !^ 4-^^^2y-|-(-2-^) -yj^. 

Setzt man hierin ^j = 0, 9>2 «= ^tt, so findet sich für die dem 

Ellipsenquadranten entsprechende Fläche 

„, 3a* + 2a»6* + 3&* 
^ 32-a&-- "• 

b) Die Cycloide x = r{(p—sm(f)y y = r{\ — cosy), fürweiche 

da = — d(4y), (> = — 4rsiniqp ist, 



ergibt 1^= — 8r^ A sin*^yd(4y) = 2/'2[y — siny]^ = 2r^. 

Für y = TT, d h. für die zur halben Cycloide gehörige Fläche folgt 
demnach F' == 2r^n, 

c) Für einen Zweig der Astroide Ä? = rcosVj y = '>'sinV 
wird, da für diese Curve 

a = n -^(py (> = — fr sin 2(p ist, 

F Ir^ f sm^2(pd(p = — tV'[?> — ^^^] - A^'^- 

d» Die Kreis evolvente 

X = r(cos y -i- y sin y), y = r(sin y — y cos y), 
für welche da = d(f>, q = rtf gefunden wurde, liefert 



jp= 4r'. r y,2^y _ ^^2y. 
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21) Aufgabe. Man bestimme die Bogenlänge folgender 
Raiimcurven : 

a) Der cylindiischen Schraubenlinie: (S.Bd. I, pag. 218) 

ic «= w cos 5P, y «= m sin y, z = ntf, 

/»v« . 

Lös. s = ylrn^+n^ I dtp = yw^+n^C^j — yi). 

Die Länge eines Schraubenganges wird liiemach (y2=yi+27r) 

b) Der conischen Spirale: (S. Bd. I, pag. 21ü) 

a? = ^cos(miO> y ■* ^ sin (mZ^), ^ = nt 

Lös. s- ylTTnin^ f^dt =^ y/lTm^Tn' [f.. — tt). 



^1 



Setzt man hierin mit = y, also t ^ e^y so folgt für die Länge 
eines im Punkte Xi, y\, z^ \ti = c'»/ anlangenden Umganges 

c) Der Loxodrome. 

Loxodrome wird diejenige Raumcurve genannt, welche sämmt- 
liche Meridiane einer Kugel unter dem constanten Winkel a schnei- 
det. Ist der Radius der Kugel = 1 und bezeichnet -0- die geogra- 
phische Länge, y die geograpliische Breite eines beliebigen Punktes 
der Kugel, so lautet die Gleichung der Loxodrome: 

S- •*= tgof . l cotg (-[tt — Ay). 

Lös. Da zwischen den rechtwinkligen Coordinaten x^ y^ z 

uud den Coordinaten rp, & eines Kugelpunktes die Gleichungen 

bestehen x •= cos y cos ^, y = cos y sin &, z =' sin ^, 

woraus folgt: 

^x Sx 

dx ^ ^ dff -\- ^ dO^ ^ — sin (f cos d(f — cos (/• sin ^ dO, 

^y = ;) ^9 -^ -% ,7 dO^ ^ — sin y sin d d(f + cos (f cos ^ dd. 
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dz ^ ^ dff-i-^ dO = cos(pd(f, 



so wird 



ds «= yldx^ 4- dy^ + d0^ « ^d(f^ + cos V d^^- 
Nun ist gemäss der Gleichung der Curve dd- ^ tga . ^ , folglich 



und daher 



ds = Vi + tg^a dy, 

L. /-"^«dy = 9-* - y. 



cos a 



D. Doppelintegrale und dreifache Integrale. 

§. 15. 

Wenn die zu integrirende Function so beschaffen ist, dass das 
Integral für das vorgeschriebene Integrationsgebiet einen bestimmten 
Werth besitzt (vergl. §. 13, Anm.), so übt eine Aenderung der In- 
tegrationsfolge keinen Einfluss auf den Werth des Integrales aus. 

Sollen in einem Doppelintegralo an Stelle der Veränderlicbeu 
X, y die neuen Veränderlichen u, v eingeführt werden, welche mit 
X, y durch die, Gleichyngen 

X = q>{u, v), y -= xpiu, v) 
verbunden sind, so wird 

jff{x, y)dxdy = fff[9(^> ^). ^I^i^, ^)] • 

du ' dv 
Zur Transformation einqs dreifachen Integrales dient die Formel 

fJJfX^^ y, ^) dxdydz = 

I d(p 8(p dfp 

\du^ dv ^ dto 

dtp dip dtp 



du ' dv 
dxp dxp 



dudv. 



^JJJflVi^ ^V ^), ^(t^, f^, ^l X(^h ^> 1^)] • 



du ^ dv ^ dw 

^t dx ^X 

du^ dv^ dw 



du dv dw, 
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wenn zwischen x^ y, z, ti, v und w die Gleichungen bestehen: 
X ^ (p{u, V, w), y -« 1// {u, V, w), z ^ x{% v, w). 
Da eine solche Transformation im Aligemeinen eine neue Zer- 
schneidung des Integrationsgebietes in Elemente bedingt, so sind 
die Integrationsgrenzen in jedem einzelnen Falle der neuen Zer- 
schneidung anzupassen. 

§. 16. 
Beispiele. 

1) Aufg. Es ist der Flächeninhalt der Ellipse 

a' ^ W- 

zu bestimmen, und zwar sollen hierbei die Variablen r und y so 

« 

gewählt werden, dass die gegebene Ellipse a) durch Radien und 
concentrische, ähnliche, und ähnlich gelegene Ellipsen, b) durch 
confocale Ellipsen und Hyperbeln in Flächenelemente zerschnitten 
wird. 

Lös. a) Wenn zwischen r und y und den ursprünglichen 
Variablen x und y die Gleichungen 

X — a ^ ar cos 9>, y — ß = hr sin y 
oder die unmittelbar hieraus folgenden Gleichungen 



(x-a)^ iy-ß)^ 



a^r"^ 



J2^2 



/? « tang (f>.{x —a) 



bestehen, so entspricht jedem speciellen Werthe von r eine Ellipse 
der verlangten Art und jedem festen Werthe von (f ein Radius 
der gegebenen Ellipse. Für das Flächenelement findet sich hier- 
nach: 

'dx dx 
dr ' d(p 

dy Sy 

Somit wird der zu bestimmende Flächeninhalt 

F =- ab I d(p I rdr ^ {ab I d(f '^^ abn. 



dF ^ 



drd(f = 



a cos 7?, — ar sin (p 



b sin f/>, br cos y 



drd^ «= dbrdrdif). 
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b) Wird die Excentricität der gegebenen Ellipse mit e be- 
zeichnet und 

X — a = yjr- -f- e^ cos y , y — /? «= r sin y 
gesetzt, woraus die weiteren Gleichungen folgen: 

(x—a)^ ^ (y-ß)^ _ j (x-a)\ {y-ß )^_ ^ 
r^ + e^ r- ' e-cos^qp e^sin^fp ' 

so erkennt man, dass die Curven r = const. und y = const. El- 
lipsen und Hyperbeln darstellen, welche mit der gegebenen Ellipse 
die Brennpunkte gemein haben. Nun wird das Flächenelement 

und daher der Flächeninhalt der vorgelegten Ellipse ' 

\ Jo >/^' + ^' J^yir^-he^ 

Anm. Die in der letzteren Aufgabe angewandten Variableu 
werden elliptische Coordinaten genannt. 

2) Au fg. Es soll der Schwerpunkt bestimmt werden a; eines 
durch die conjugirten Halbmesser a und ß begrenzten elliptischen 
Sectors; b) eines elliptischen Segmentes, dessen Sehne die End- 
punkte der genannten conjugirten Halbmesser verbindet. 

Lös. Die auf conjugirte Durchmesser bezogene Gleichung 
der Ellipse lautet:! "T + ^1 ^ ^• 

Im t alle a) wird 

/ j xdxdy I x^a^ — x"- dx 



'c 



4a 



I dxdy I V ^" — ^' ^^ 

* * 

und auf ähnliche Weise rj = ,« 5 
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r j xdxdy 
im Falle b) ? = <> ^» 



j j dxdy 



^ y^ 
wobei y2 der Gleichung der Ellipse und y^ der fUoicbung der 

Sehne - + , = 1 zu entnehmen ist. Hiernach wird 
a ß 



^ 



« .,_^ _ , /5f 



= Ir ;, und iy = I 



r \a>lo!^ — X' — (a — x)x]dx 
/_o 

Lva* — ^ — (« — a?)J die 



3) Aufg. Man berechne den Inhalt desjenigen Theiles der 

Oberfläche ^ ^ ^ ^^'^J^\ 

welcher zwischen den Ebenen x ^ (\ y = 0, x-\-y = 3 liegt. 
Lös. In dieser Aufgabe ist 

p ^ q^ J 2 ' vi+jp^ + 2' = Vi + ^+y; 



/» 3—» S 

dy / yli^x-^ydx =lj (S-'ylil-byy)dy 



daher wird == / ^ 



4) Aufgaben über die Complanation der Kugeloberfläche 

x^-hy^-h^^ = r\ 

Die Kugeloberfläche werde durchdrungen a) von dem durch 
die Gleichung x^ — ry-hy^'^O dargestellten geraden Cylinder; 
b) von dem Cylinderausschnitt, dessen krumme Oberfläche durch die 

Gleichung y* ^ 3a:* ^ gegeben ist und der andererseits von den 

Ebenen y = und y *^ x begrenzt wird. Man berechne in beiden 
genannten Fällen den quadratischen Inhalt desjenigen von dem 
betreffenden Cylinder aus der Kugel geschnittenen Flächenstückes, 
welches im ersten Octanten liegt. 
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Lös. a) Da z = ^r^—x^ — y-^ also 

__ ^^ __ ^ _ ^^ y 



5a; ^r^ — x^ — y^' dy ^r^^x^ — y"^ 



Vi+i)2+^2 = 



r 



^^2 — n;2 _ y2 
SO wird 

= ^[2^ aresin y --|-^ —>ir\4y—4r arctg -|^|j = 

■ 

Wenn Polarcoordinaten x = q cos <p, y =^ q sin (p angewendet 
werden, so ist an die Stelle von dxdy zu setzen: QdQdq), und die 
Gleichung x'^-i-y- — ry = geht über in p = r sin y . 

Mithin ist 



r sin ^ 
-^ - gdQ ^ pi^ 



= r f d(p f ==f r- / (1 - co^f) d(f = 

= r^ [(p — sin ^y^^ = r^ (^n — 1). 
Bei Vertauschung der Integrationsfolge ergibt sich ebenso: 

= r r , f dw -= r I Hn — aresin —1 -r- = 



arcsin 

r 



« r [ — \n yjr"^ — ()^ 4- V^* — Q^ arcsin — qY = r^ (^tt — 1). 

Wird der soeben berechnete Flächeninhalt von dem Kugel- 
octanten abgezogen , so folgt für das übrig bleibende Flächenstück : 

ff = ^nr^ — r^C^TT — 1) = r^. 
Anm. Zur Uebung möge dieser letztere Flächeninhalt auch 
direct bestimmt werden. Hierbei hat man zu ermitteln: 

■|//*' — ^* 

^/ r^ . p dx 



J ^ J yjr^ — x'i — y'^ 



Vy(/-— y> 
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oder in Polarcoordinaten : 

r sin (p 

h) Führt man Polarcoordinaten a; = g cos y , y — qsih^ ein, 

4 a;* 
wodurch die Gleichung y* = 3ic^ — ^ übergeht in 

4 COS^C/' ~~~ 1 
pl = ^2 ^ gO folgt 

^ 4 co8*9> ° 

J 4cos»y- 1 
1 4cos^<y> 

-^0 "^ ^r^-Q' J^ 1- 2cosV J ^ 

== Jr* [tang y]*^ = 4^*« 



5) Aufg. Es soll fiir den Cylinder 

js^ + (a:cos a-i-ysina)* - a* «= 
der Inhalt desjenigen Theiles der Mantelfläche berechnet werden, 
welcher im ersten Octanten liegt. 

Lös. Die Axe dieses Cylinders ist, wie man leicht erkennt, 
die Gerade a;cosa-l-ysin a — 0, j? = 0; jeder zu dieser Geraden 
senkrechte Schnitt ist ein Kreis vom Radius a. Da der Cylinder 
die Xy Ebene in den Geraden a;cos a + y sincr = dta schneidet, 
so ergeben sich als Grenzen für die Integration nach y, wenn die- 
selbe zuerst ausgeführt wird: yi « 0, y2 =* ; und als 

sma 

Grenzen für die Integration nach xi a?i = 0, ii«j = 



cos a 

Nun ist 

1-^ 7 ; : — N« 1 (a;cos a + y sin a) COS of 

z = ylar — {x cos a -h y sm a)*, also jp « — > ^- , 

z 

(iz;co8a+ysina)sinof /^ = ^ a 

z Vöt*~-(^cos of-hysiaa)* 

somit wird 

Sohnclca^s Aafgabensftmmlang. U. 1^ 



146 

a a — ajcosa 

cos« sin« 

dy 



O^af dx f == 

V^ 



{x cos a 4- y sin «)* 
Die Integration nach y liefert: 

a — iVcosa a — ircosu 

sin« 1 M . ' ^iof'! 

dy 1 r . a? cos a -\-ysia «i 
- = --. — I arcsm ~ 1 

(a:co8a4-,iysina)*- smaL » J^ 

OS «1 



=- -: — \^n 

Sinai 



X cos a 
arcsm ., 



demnach ist 



a 
cos a 



^ a /* r, . aycosa-i , 
O «= -: — / I ÄTT — arcsm 1 ax = 





a 



«Fl . a;cosa 1 /-r » — t-i""""" ^^ 

■= -; — I ATraj— a? arcsm v« — a?*cos^aJ == -: • 

sm a a cos a o sm a cos « 

6) Au fg. Wie gross ist der Inhalt des Flächenstückes, wel- 
ches der Cylinder -y + f « "* ^* ^^^ ^^^ Rotationsparaboloid 



2;g? = hl ausschneidet? 

a 



x^ y* 



Lös. In diesem Falle ist ^l-i-p^-hq^ ^ \j l+nr + fr* 

Betrachtet man die Ellipse — ; + x^ == *w* als affine Figur eines 
Kreises und setzt demgemäss x = maQCO%(p, y^mhq^mfp, so folgt: 

= afem* f I ^l + rn^Q^ QdQd(p = 27iabm^ l yjl-^m^Q^Qdn'^ 





8 _1 _ .8. 



= }abn[a +m^Q^y — 1] = iabn[{l +«»V— 1]. 

7) Aufg. Das elliptische Paraboloid 2j8i «= h p wo« und 

fc positive Zahlen bedeuten, wird von der Kugelfläche 
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ir*+y^-f-(i^ — c)*«c* geschnitten. Man bestimme den Flächeninhalt 
des Kugelstückes, welches innerhalb der Durchdringungscurve liegt. 
Lös. Mit Hülfe der Kngelgleichung findet sich: 

VC* — x^ — y^ 
oder wenn man Polarcoordinaten x = rcosy, y= rsiny anwendet: 

Vi+^MT' = TT—t- 

Die Elimination der Variable aus den gegebenen Gleichungen 
liefert für die Horizontalprojection der Durchdringungscurve die 
Gleichung 
^.cosj^ sin^^v ^.J^zizzri oder ^^ ^- 2g(« + i^^Qs2y)- 1 , 

wobei zur Abkürzung a =- ^ ^ hr ^ '^ M Ä ) 8^^^^^^ 

wurde. 

Somit wird, wenn man zuerst nach r integrirt 

I («+/?cos2tjp)» 

« - ^/ V. jÄ- 

' 

Die Integration nach r ergibt: 

^ 2c ju + ß cos 'iy ) — 1 

/* rdr _ r_J2ir^l' («■l-^*^08 2yT* 1 

J^ yjc^—r^ — l VC ^J^ "" flf 4- /5? cos 2?) * 

Folglich wird 

0= 4c r"-xi^ = -=iL=rarct6(y^tgy)l* - 
J a+/Jcos2y y/a^ — ß^l ^\\ a-bß ^^J\ 

8) Aufg. Es soll derjenige Theü der Mantelfläche des Cy- 
linders (x — j? tg w)* + y^ =» r* 

berechnet werden, welcher innerhalb des Cylinders 

(a: + « tg S^)^ + y* -= r^ liegt. 
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Lös. Die beiden gegebenen Cylinder, welche den Kreis 
OJ^ + y* «= fi- zur gemeinsamen Basis haben, durchdringen sich in 
einer Curve, deren Projectionen durch die Gleichungen 

« ^ ^^ ^^ -4- ^ == 1 

tgw — tg^' I ig^ — igio^r'' 



/ Igj^— jDgwy 



tg^ 4-tgw, 

bestimmt sind. Die Durchdringungscurve ist demnach eine Ellipse 
mit den Halbaxen 

,^ V4 + (tg^-tg^» ^^d n 

tg tl^ + tg w 

XT • i^ ^ — V^^ — ^* i^ y cote w 

Nun ist z - foTT— ' -P ^ cotgw, g « 7===;» 

lg W ^y2 yi- 



VITFTi^=y'r!LiJi£2!s^zJL\ 



somit wird 



tgi»— tgft» ,- — 

1 r2 — y2 



lg ^ + *g w 



— v'r« — y« 

8 tg w /»^ / ^.. * 4. 2 N 2 j 12 sin 2w 4- 2fti 

tgtV- + tgwy ^ ö /^ ^ ./ sm2w(tgi!^-htgcci) 

9) Aufg. Man bestimme den Flächeninhalt eines windschiefen 
Vierecks auf dem hyperbolischen Paraboloid z = xy. 

Lös. Die Begrenzungslinien des windschiefen Vierecks werden 
vier Erzeugende des gegebenen hyperbolischen Paraboloides sein. 
Sämmtlichc Erzeugende der vorgelegten Fläche bilden zwei Schaaren 
von Geraden, von denen die eine der X^Ebene, die andere der 
FZEbene parallel ist. Es ist demnach das Integrationsgebiet ein 
Rechteck, dessen Seiten der X- und der FAxe beziehungsweise 
parallel sind. Wird noch die eine Ecke des Rechtecks in den Coor- 
dinatenanfangspunkt verlegt und sind a und h die bezüglichen 
Längen der Rechteckseiten, so hat man zu bilden 
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- /* /" yll+p' + q*dxdy ^ f dy C yli + x^+y^dx - 



+ -^ (3 + 6') l . - -■ i arctg 



10) Au fg. Es soll der Schwerpunkt eines sphärischen recht- 
winkeligen Dreiecks gefunden werden. 

Lös. Mögen die Ecken des Dreiecks mit -4, JB, C, die gegenüber- 
liegenden Seiten respective mit a, 6, c bezeichnet werden. Ferner 
sei der Einfachheit wegen der Radius der Kugel = 1 und die Lage 
des Coordinatensystems so gewählt, dass der Anfangspunkt der 
Coordinaten im Mittelpunkt der Kugel, die sphärische Seite h in der 
XFEbene und die Seite a in der X-Z^Ebene liegt, so dass also der 
sphärische Winkel ü ein rechter Winkel ist. — Bezeichnet man 
nun die Fläche des Dreiecks mit !P, die Coordinaten ihres Schwer- 
punkts mit §, 17, C> so wird 

JJ z JJ ^i—x^ — y'^ 

i^. C «= Cfdx.dy. 

Setzt man hierin zur Vereinfachung der Rechnung 

sin a . cotff fe . ?/ 

. ■ — '-^ = sm ti 

Vi - y' 

und integrirt zunächst bezüglich auf x zwischen den Grenzen 
X ^ y/l — ^2 . cos(a — u) und a; = ^1 — yS 
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so erhält man: 

F -=^ J(a — u).dy, 

JF. ? = / sin (a — u) . yll—y^ . dy^ 

F,rj -=j(a — u).y,dy, 

JP. C - /[l — cos (a — w)] . Vl"^ • dy. 

Wenn man diese Integrale von 

y = bis y = sinft 
oder in Bezug auf w, von 

«* = bis w == a 
ausdehnt, so ergibt sich: 

F ^ A-^B — ^^n, 
F.§ «- ^c . sin JB . sin a, 
F.t] =' ^a — ^c . cos -B, 

i?'. C = ^6 — {c. cos -4. 

11) Aufg. Man beweise* den Satz: Bezeichnet man mit 
8 die Fläche einer beliebigen Figur auf der Oberfläche der Kugel 
x^-^-y^-hz^ = r^, mit S.t, Sy, Sz deren Projectionen resp. auf die 
FZ-, XZ' und XrEbene und mit ^y t], £ die Coordinaten des 
Schwerpunkts der Fläche 8, so bestehen die Proportionen 

8x 8y Sz S 

Bew. Sei S^ die orthogonale Projection der Fläche S auf 
irgend eine Diametralebene der Kugel, dS das Element dieser 
Fläche, l die Entfernung der Ebene vom Schwerpunkt der Fläche 
8 und a der Winkel, den der nach dem Element dS gezogene 
Kugelradius mit der Normale auf die Ebene einschliesst ; dann ist, 
wenn man noch die Entfernung des Elementes dS von der Ebene 

mit bemchnet X8 = 1 zdS^ 
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Nun hat man aber z= r cos a, / cos adS =^ 8^, folglich wird 

X r 

XS = rS} oder tt ^ tt* 

Si s 

(Giulio, Journal de Math, de Liouville, t. IV, p.386.). 

12) Aufg. Es soll der kubische Inhalt J des von der XY- 
Ebene , dem Cylinder a;* H- y^ — aa -= und dem Botationspara- 
boloid x^-^y^ — cz «0 begrenzten Körpers ermittelt werden. 

Lös. Integrirt man zuerst nach y, so wird 
J^2f dxf ^^IJlJldy^^ f {2x^-\-ax)4ax — x'^dx ^ 
= -^ [( — ^^a^ — t\^'^ ■i'iax'^ -h ^x^)ylax — a;*4-t!ia* aresin — 1 -= 



Bei Anwendung von Polarcoordinaten x == q cos y, y » ^ sin 9 
ergibt sich, wenn man zuerst nach q integrirt: 



~ ^^ c 

13) Aufg. DieAxen zweier geraden Kreiscylinder von dem- 
selben Badius a schneiden sich rechtwinklig. Man bestimme a) das 
beiden Cylindem gemeinsame Volumen; b) denjenigen Theil der 
Fläche des einen, welcher innerhalb des andern hegt. 

Lös. Wenn x^-k-z^ = a*, a;*-i-y* «« a* die Gleichungen der 
beiden Cylinder sind, so ergibt sich 



a) /- 8 / Na^—x^dxdy = 8 / {a^'-x^)dx - y«* 

00 

b) Das Flächenstück des ersten Cylinders, welches innerhalb 

des zweiten hegt, wird 
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O^Sa f f J^M-- ^Sa f dx^ 8a\ 

14) Au fg. Man bestimme das der Kugel x^ + y'^-hss^ = a^ 
und dem verticalen Cylinder x"- (x"- -^ y^) — a- (x^ -— y-) «= ge- 
meinsame Volumen. 

Lös. Für cylindrische Coordinaten x =^ rco^ff, y = rsiny, 
\= wird die Gleichung der Kugel r^-hss^ = a* und diejenige 

desCylinders ^==«V2^yT~^. 

Demnach ist, wenn man die Integration nach r zuerst ausführt, 

. — J cos 2(f 


« — ^ / (tang^y — 1) ö(y = -3- [y — i tangV — l cos (f\=^ 


15) Aufg Es soll das Volumen desjenigen Theiles der Fläche 
a^y^-\'X^z^ = r^x^ (Cono-cuneus, s. Bd. I, S. 242) berechnet wer- 
den, welcher zwischen den Ebenen a; = und x = a enthalten ist. 



r 



Lös. e7-4/' f'^r^-^J^dxdy -- 

•^ *^ V ^' 



2 

16) Aufg. Ein Rotationsparaboloid hat seinen Scheitel in 
der Basis und seine Axe in der Oberfläche eines Cylinders. Man 
zeige, dass der Cylinder durch die Fläche des Paraboloides im Ver- 
hältniss 3 : 5 getheilt wird, wenn Höhe und Durchmesser des Cy- 
linders gleich dem Parameter {2p) des Paraboloides sind. 

Lös. Setzt man den Parameter (2^) des Paraboloides «= 1 
und verlegt den Coordinatenanfangspunkt in das Centrum der Cy- 
linderbasis, so lautet die Gleichung des Cylinders: 

x'^-i-y^ = i 
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und diejenige des Paraboloides 

Hiemach wird derjenige Theil des Cy linders, welcher ausserhalb 
des Paraboloides liegt, indem man Polarcoordinaten x == rco^ff, 
y = rsiny einfuhrt, 

J = j d(p 1 (r- — rcosy H-|)r f//* = ^2^- 



Da das Volumen des ganzen Gylinders J' *^ \n, so ist der 
innerhalb des Paraboloides liegende Theil desselben «7" = J' — J «= 
= ^%7i und daher eT" : J" = 3 : 5. 

17) Aüfg. Es soll das Volumen J desjenigen Theiles des 
EUipsoids -2 + 12+ 2 *^ ^ berechnet werden, welcher durch die 

Coordinatenebenen und die Ebene — *"^ ** ^ begrenzt wird. 



Lös. Es ist J=cjdxj^J\ — , — ^.^ dy, 

^ 

oder wenn man x « cw:', y ^ hy setzt und für x^ y wieder ar, y 
schreibt : 

1 t-.T 

J -= oftc / dx f y/l — x'^ —y^dy ^ 



1 / 1 " " 

= ^abc J 1(1 — x)^2{x - a;*)-Ml — a?*)arcsin \j -— — \dx =- 

= ^äbe [i V 2 >/.T ~ a;* V | V 2 (2a; — 1) ^x —x^ -h 



1— a: 



-i-y*^ V 2 aresin (2a; — 1) + (a; — t[X^) aresin i/ - 4- 
rf- ^ aresin ^ 1 = ^^ a6c tt (5 V 2 — 4). 



18) Au fg. Man bestimme das Gesammtvolumen des Körpers, 

welcher durch die Fläche 

10* 
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(l)'- (?f (7)'- 



begrenzt wird. 

Lös. Das Integrationsgebiet ist gegeben durch die Gleichung 

I— I +('|^)=1« Substituirt man x = acos^^sin^ip, y ^b sin^y sin'i//. 

z = c cos^yj , wo q> und xfj zwei neue unabhängige Veränderliche 
bedeuten, so wird 
dx dy 



dx dy 
dtp^ dtp 



dtpdxp^ 



Sacos^y sin^i/^ cos rp, Sftsin^qp sin*i/;cos \p 



difdxp 



— SacosVsiaysin^i//, 36 sin^cosy sin^V' 
= 9a& sin-y cos^y sin*i/^ cos ip d(f d\p 

sin-y cos^y d(p 1 sin*i/^ cos*i/> dip 



= ^ abc j sin^y) cos-y d(p = g*^ dbc rr, 


Welches sind die Curvensysteme y = Const. und xp = Const.. 
durch welche bei den hier angewandten Coordinaten das Integra- 
tionsgebiet in Elemente zerlegt wird? 

19) Auf g. Eine Höhlung ist genau so gross, dass eine kreis- 
förmige Scheibe vom Badius r, deren Centrum einen Kreis von dem- 
selben Radius r beschreibt, darin rotiren kann, so jedoch, dass die 
Ebene der Scheibe einer gegebenen Ebene beständig parallel bleibt 
und senkrecht auf der Bahn des Mittelpunktes ist. Es wird nach 
dem Volumen der Höhlung gefragt. 

Lös. Wird der Mittelpunkt der Höhlung zum Coordinaten- 
anfangspunkt und die Ebene, welcher die bewegliche Ebene parallel 
bleiben soll, zur YZEbene gewählt, so ist für jeden Punkt der 
Fläche, welche durch die Bewegung der Scheibe erzeugt vrird, 

^z «, y2 — ^^ — ^^2 — y'iy^ 

Hiemach ergibt sich 
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J ^% f dyj ylr^—(x — yir^~^=^)^dx - 



= 8 y* [\r^n + ^y V^' - y* + U* arcsm ^^'''^^' ]dj^ « lr»(37r+8). 

^ 

20) Au fg. Der Druckmittelpunkt einer'ebenen, in eine Flüs- 
sigkeit getauchten Fläche ist bestimmt durch seine Coordinaten 

jxpdF JypdF 

JpdF JpdF 

wo p den Druck bedeutet , den die Flüssigkeit auf die Flächenein- 
heit ausübt und x, y die Coordinaten sind, welche dem Flächen- 
element dF in Bezug auf ein recht- oder schiefwinkliges Coordi- 
natensystem in der betrachteten Fläche zukommen. 

Man bestimme mit Hülfe dieser Formeln den Druckmittelpunkt 
a) eines Kreises vom Radius r, dessen Peripherie die Oberfläche der 
Flüssigkeit berührt; b) eines vollständig untergetauchten Dreiecks 
mit nach oben gekehrter Spitze, dessen Ebene vertical und dessen 
Basis horizontal ist; c) eines Flächenstückes, welches begrenzt wird 
durch eine Parabel, durch die Axe derselben und durch eine dazu 
senkrechte, in der freien Oberfläche der Flüssigkeit liegende Ordi- 
nate; d) der Basis eines geraden Kreiscylinders vom Radius r, des- 
sen Axe mit der Verticalen den Winkel a bildet, wenn das im Cy- 
Under enthaltene Flüssigkeitsvolumen «= c\ 

Lös. a) Wird die Verticale, welche durch das Centrum des 
Kreises geht, zur XAxe, die Kreistangente, welche in der Ober- 
fläche der Flüssigkeit liegt, zur ZAxe und ihr Berührungspunkt 
zum Coordinatenanfangspunkt genommen, so ist 

1 1 x^ dx dy 

Ilxdxdy 
Wenn man noch zur Berechnung von | Polarcoordinaten 
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X ^ r 4- ^ cos <)f), ri = ^ sin <y> einführt, für welche das Centrum des 
Kreises der Pol ist, so ergibt sich 

I J (^+^cos(]p)*^d^dfqp / {^-¥^GOS9)-\-\cos^(f)d^ 

I / (r -[- Q cos (p) Q dQ d(p J (^ + ^ cos f/)) dy) 

'^ 

b) Sei h die Höhe des Dreiecks, m die Länge der Geraden. 
welche die Spitze mit der Mitte der Basis verbindet und c die Ent- 
fernung der Spitze vom Fltissigkeitsspiegel. Wählt man nun die 
genannte Mittellinie zur XAxe und eine Parallele zur Basis durch 
die Spitze zur FAxe eines schiefwinkligen Coordinatensystems , so 
lauten die Gleichungen der Dreieckseiten, welche sich in der Spitze 
treffen: y «= nx, y ^ — nx^ wenn ibw den Winkelcoef&cienten be- 
deutet. Wird noch der Winkel, den die XAxe mit dem Höhen- 
perpendikel bildet, mit a bezeichnet, so ergibt sich 

m 4- nx m 

/ (c + ic COS of) X dx I dy 2n 1 x\c -hx cosa)dx 
V-O und 1^ 1 ^^ p, 1- = 

/ {c-{'Xcosa)dx j dy 2nj x{c-{-XGO^a)dx 

l) — nx 

, 4c + 3Ä 
-- ^ 6^"4ä' 

c) Hat das untergetauchte Stück der Parabelaxe die Länge a, 
die im Fltissigkeitsspiegel liegende Ordinate die Länge h und macht 
man die Axe der Parabel zur XAxe, die Schnittlinie der Parabel- 
ebene mit dem Flüssigkeitsspiegel zur TAxe eines rechtwinkligen 

Coordinatensystems, SO ist die Gleichung der Parabel y*«=--(a — x,.. 

eil 

Daher wird 

f dy j xHx J ydy I ^^ 

I dy I xdx I dy J xdx 
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dl Verlegt man den Anfangspunkt eines rechtwinkligen Coor- 
dinatensystems in das Centrum der Basis, so wird, wenn h die Länge 
des untergetauchten Stückes der Cylinderaxe bezeichnet, 

* = n 9 p ^ h cos a + a; sin a. 

r- n ^ 

Für die Entfernung des Druckmittelpunktes vom Centrum der 
Basis ergibt sich, indem man zum Zwecke der Integration Polar- 
coordinaten x ^ q cos y, y ^ V siii ^P anwendet, 

J / (Ä COS « + p sin a cos y») ß cos ^ q dQdff 
t __ ^ r tang et 

I I {h cos a -I- p sin a cos y) q dp d(f 



21) Aufg. Ein gerader Kreiskegel hat seine Spitze auf einer 
Kugeloberfläche, und seine Axe fällt mit einem Kugeldurchmesser 
zusammen. Es soll das dem Kegel und der Kugel gemeinsame 
Volumen bestimmt werden. 

Lös. Sei a der halbe Winkel an der Kegelspitze und r der 
Kugelradius. Führt man räumliche Polarcoordinaten ^, y», t^ ein, 
deren Pol die Kegelspitze ist, so lautet die Gleichung der Kugel 
q = 2rcos;j^ und diejenige des Kegels ^^ « a. Hiernach ergibt 
sich für den verlangten kubischen Inhalt 

J ^ j j J Q-^ sm d^ d(f> d» dQ - ^TtJJ q'^ sin 0^ dS^ dg - 





1 



^r^TT I cos '^ sin ^d^ ^ ^r^n{\ cos*a). 



22) Aufg. Es soll das Volumen des dreiaxigen EUipsoids 

x^ V" z^ 
^2 -^ j2 -^ ^2 

bestimmt werden. 

Lös. Zunächst ergibt sich 



/ 
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« 

dx j dy J ^^ 

— 6\1— — -ttVl — -^-^ 



-I-«. 



— a 



Um constante Grenzen zu erhalten, setze man 

dann wird das entsprechende Volumenelement 
5ic 5a? bx 



ay öy ö^ 

öz dz dz 



d^ drj dC = abc(l - S^) yji'^ff' d^ drj d^ 



+ 1 ^+» ^+1 



und daher J ^ äbc f f f il — f-) Vi— T ^^^V ^^ = iabcn. 

23) Aufg. Man berechne die Trägheitsmomente des in der 
vorhergehenden Aufgabe genannten homogenen EUipsoids in Bezug 
auf dessen drei Axen. 

Lös. Bestimmt man mit Hülfe derselben Coordinaten, wie iu 
der vorhergehenden Nummer, die drei Integrale 

xHxj dy I dz = 



— a 



I 02 



as 6S 



+ 1 + ' +1 
B - abH f f f (l—^Y t]^ Vi ^* d^ drj d^ = ,S ab^en 

= 1 6«Jlf und 

/•+' /•■'"' /»+' 

G^dbe^J J J il-pni — ri^)yll-f]n*d^dr]dt = 
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wo M die Masse des EUipsoids bedeutet, dessen Dichtigkeit *-* 1 
vorausgesetzt wird, so sind die gesuchten Trägheitsmomente in Be- 
zug auf die X-, Y- und ZAxe resp. 

B^C ^ —^—M, A-\-G= - 5- ^> ^ + -B ^ — 5~"^- 

24) Au fg. Es soU das Trägheitsmoment eines homogenen 
geraden Kreiskegels in Bezug auf seine Axe berechnet werden. 

Lös. Die Gleichung des Kegels, dessen Höhe h und dessen 
Basisradius r sein möge, lautet: 



T 



Für das gesuchte Trägheitsmoment findet sich nun, wenn man cy- 
lindrische Coordinaten x «= ^cosf), y = psin^?, z == z einführt 
und die constante Dichtigkeit des Kegels mit y bezeichnet: 

r 
* 'In Ä ~^^ 

00 
wo M die Masse des Kegels bedeutet. 

25) Au fg. Es soll der Trägheitshalbmesser einer biconvexen 
homogenen Linse, welche durch zwei congruente Kugelflächen ge- 
schlossen wird, für eiae Parallele zur Rotationsaxe gefunden werden. 

Lös. Es genügt offenbar, die Rechnung nur für eine der bei- 
den plan-convexen Linsen durchzufuhren, welche zusammen die 
vorausgesetzte Linse büden. 

Sei r der Radius der Kugel, a der Pfeü, b der Radius der 
Basis, M die Masse und y die Dichtigkeit der plan-convexen Linse, 
h der Trägheitsradius für die gegebene Axe, k' derjenige für die 
Rotationsaxe der Liuse und c die Distanz der beiden Axen. Zur 
Berechnung von k' betrachten wir im Abstände x vom Scheitel der 
Linse eine Scheibe vom Radius y und der Dicke dx. Das Träg- 
heitsmoment dieser Scheibe für die Rotationsaxe wird dann 



Y dx I I y- >y d(p dy ^^ ^7iy{2rx — ic^j, 



IffiO 

folglich das Trägheitsmoment der ganzen plan - convexen Linse 



Da aber r = — ^i — , so ist auch 

2a 

Mk'* = iny f^ a (a' + 6«)» - ^ a» (o* + 6 ■) + i o*] = 
= A^«(«* + öa*6'^ + 106«). 

Nun ist ilf = i jcy (a* + 3 a6»), folgUcb 

,,, _ , a« + 5a»b^ + 106* 

Nach einem bekannten Satze der Mechanik wird endlich 

(Euler, Theoria motus corporum solidorum, cap. VI, prob. 42.) 

26) Aufg. Es soll das Trägheitsmoment eines homogenen 
elliptischen Kreisringes in Bezug auf dessen Eotationsaxe bestimmt 
werden. 

Lös. Die rotirende Ellipse, als affine Figur eines Kreises be- 
trachtet, kann dargestellt werden durch die Gleichungen 

X ^ aQ cos (f,y = 6(> sin (f. 

Bezeichnet R die Entfernung des Ellipsenmittelpunktes von der 
Rotationsaxe, /• = B +x == R-\-aQ cos (f diejenige eines Volumen- 
elementes d V von derselben Axe und y die Dichtigkeit des Körpers, 
so wird das gesuchte Trägheitsmoment ausgedrückt durch das drei- 
fache Integral «7 = y /r^d F,\ welches über den gesammten Rota- 
tionskörper zu erstrecken ist. Das Volumenelement dFkann ange- 
sehen werden als ein senkrechtes Parallelepiped, dessen Basis das 
Ellipsenelement abqdqdfp und dessen Höhe gleich rdxp ist, wenn \p 
den Winkel bedeutet, den die erzeugende Ellipse in irgend einer 
ihrer Lagen mit der Anfangslage bildet. Sonach ist 

dV = abq dff dq r d\p und 



A J2:r J2n 



J = yab II I qr^dq dff dtf' = 



u 

1 '2:t 'In 

^ yab I I I {Ki-ai}Cos9>y{}dQdrfdih-=2yab7i^R(ß^-{'ia-. 

* *^ 

27) Au fg. Man bestimme die TrägheitsmomeTito des Ellipsoids 

■I •> '• 

?: + 2'j + ?: = 1 

a- 0' C' 
in Bezug auf seine drei Axen unter der Voraussetzung, dass die 

Dichtigkeit £ nach dem Gesetz £ = ~%^ \yi^ i variire. 
Lös. Berechnet man zunächst die drei Integrale 







''''fJJ/yi^'h?)'^''^''^ 



y^ ^* 



wobei die oberen Grenzen resp. x^a^ l--^2~~ ^yV^^^x/ ^ — i» 

z ^ c sind, so werden die Trägheitsmomente für die X - , F- und 
ZAxe beziehungsweise 

28) Au fg. Es ist die Anziehung zu bereclmen, die eine ho- 
mogene Vollkugel vom Radius R auf einen ausserhalb der Kug(4 
liegenden materiellen Punkt ausübt. 

Lös. Der gegebene Punkt P liege auf derZAxe eines recht- 
winkligen Coordinatensystems, dessen Anfangspunkt der Mittelpunkt 

Sohnclce^s Aafgaben.sMnmlung. U 11 
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der Kugel ist. Bezeichnet man mit m die Masse des gegebenen 
Punktes P und mit y die constante Dichtigkeit der Kugel; ist fer- 
ner a die Entfernung des gegebenen Punktes, q diejenige eines 
Massenelementes dm der Kugel vom Mittelpunkt derselben und r 
die Entfernung dieses Elementes von P, so wird das Element der 
gesuchten Anziehung nach dem Newton'schen Attractionsgesetz aus- 

gedrückt durch — ^« Wendet man räumliche Polarcoordinaten 

an, so ist am = y{)* sin ^ df^ d^ dy, r* -= «^ + (i* — 2a4i ^s v^, 

wo v^ und tf die auf Seite 98 angegebene Bedeutung haben. Die 

beiden Componenten der Anziehung, welche senkrecht zur ZAxe 

sind, werden offenbar gleich Null. Für das Element der Z-Com- 

ponente ergibt sich, wenn man den Winkel, den die von P nach 

dm gezogene Gerade mit der ZAxe bildet, mit \\) bezeichnet: 

m dm 

cosip. 



T 



Nun ist cos tf/ = ^ ; daher wird 

r 

m' dm . , (a — o cos &) g^ smd- dg dx^d(r , 
—^cosiff =- ym > --^ ^- 4 - und 

^ (a* + (>* — 2aQ cos &y 

""^ ^ '^^ ^^f — ^ (g — ^ cos ^) ^^ sin ^ (?g d& dff 

^ r "~^(a — g cos ^) g' sin ^ dg < 
^=0 J ^=0 (a« + g2 — 2ag cos tV)= 



A=^Ym' / / 

•^ «=0 ^ ^=0 •^ r/.=() («2 + g* — 2ag cos ^) 

= 2nym' f 1 



Die Integration nach & liefert: 

'~'\()Ja^+Q^ — 2aQC0S»— ,— ^^ -r rj=4-^t=^ I - 

«H'' "^ '^ Vö^^ + g2 — 2ag cos t*^ Jo 

Wird dieser Ausdruck noch mit dg multiplicirt und zwischen den 
Grenzen und E integrirt, so findet sich für die verlangte An- 



Ziehung ^ *= t — ^ ^' ^^^^ -^ 



Mm' 



•» 9 
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« 

wenn M die Gesammtmajsse der Kugel bedeutet. Aus diesem Re- 
sultate erhellt, dass die Kugel auf den gegebenen Punkt dieselbe 
x\nziehung ausübt, wie wenn ihre Gesammtmasse im Mittelpunkte 
concentrirt wäre. 

Anm. Die hier durchgeführte Rechnung bleibt auch noch 
gültig für den Fall, dass der gegebene Punkt sich auf der Ober- 
fläche der Kugel befindet. Unter der Voraussetzung a -= It ist 

. , 4 ynR* Mm 

Liegt der gegebene Punkt dagegen im Innern der Kugel, so 
gestaltet sich die Rechnung wesentlich anders. Um z. B. die An- 
ziehung einer hohlen, unendlich dünnen^ homogenen Kugelschale 
vom Radius q und der Dicke d^ auf einen in ihrem Inneren ge- 
legenen materiellen Punkt zu erhalten, muss in der obigen Rech- 
nung^ nachdem die Integrationen nach 9) und ^ in der angegebenen 
Weise ausgeführt sind, beim Einsetzen der unteren Grenze ^ — 

fiir ^a} -f- e* — 2aQ der Werth (q — a) genommen werden , da in 
diesem Falle q> a ist. Es wird denmacli 

Mithin übt eine unendlich dünne, hohle Kugelschale auf einen Punkt 
in ihrem Inneren gar keine Anziehung aus. Führt man die Inte- 
gration nach (> zwischen entsprechenden Grenzen aus, so erkennt 
man, dass auch eine hohle Kugelschale von endlicher Dicke auf 
einen in ihrem Inneren gelegenen Punkt keine Anziehung ausübt. 

Wenn es sich daher um die Bestimmung der Anziehung einer 
Vollkugel auf einen Punkt im Innern derselben handelt, so legt man 
durch den gegebenen Punkt eine concentrische Kugelfläche, welche 
die gegebene Kugel in zwei Theile theilt. Für die äussere Kugel- 
schale ist dann der gegebene Punkt ein innerer, für die innere 
Vollkugel dagegen ein äusserer, resp. ein Punkt auf ihrer Oberfläche. 
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Die Gesamintauziüliung wird demnach 

A = ^ymna. 

29) Au fg. Man berechne die Anziehung, die ein homogener 
Kreiscylinder vom Radius ü und der Höhe 2ä auf einen materiellen 
Punkt ausübt, welcher auf der Cylinderaxe liegt. 

Lös. Wählt man die Cylinderaxe zur ZAxe und die in der 
halben Cylinderhöhe zur Basis parallel gelegte Ebene zur X YEbene 
eines rechtwinkligen Coordinatensystems , so kann es sich in dieser 
Aufgabe aus leicht einzusehenden Gründen nur um die ^Compo- 
nente der Anziehung handeln. Ist a die Entfernung des gegebenen 
Punktes P von der XFEbene, r diejenige eines Massenelementes 
dm des Cylinders vom Punkte P, X der Winkel, den die von P 
nach dm gezogene Gerade mit der ZAxe einschliesst , so wird das 
Attractionselement, wenn man cylindrische Coordinaten ^, ^, 2 ein- 
führt und der Einfachheit wegen die Masse des gegebenen Punktes 
und ebenso die Dichtigkeit des Cylinders = 1 setzt: 

r- 

1. Fall. Liegt der gegebene Punkt ausserhalb des Cylinders, 
ist also a > A, so wird, da 

cos A = , / = ^(a — Z'^ 4- (>- , 

j^^ f^'^'' f'^^ f'^^^'\a-^z)i>dqdq>dz _ 

r ia-z)Qd,dz^^r r^i«^_^,i^,^ 

= 27r[yl{a — hf 4- B^ — V(a + h^ + Ii\-^ 2Ä]. 

2. Fall. Wenn der gegebene Punkt innerhalb des Cylinders 
liegt , also a < h ist , so theilt man den Cylinder vermittelst einer 
durch den Punkt P gehenden, der Basis parallelen Ebene in zwei 
Theile und führt die Rechnung für beide Theile besonders durch, 
indem man beachtet, dass für den einen Theil * 



und für den andern 
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cos A == , r = yJKa — zy-\-Q 



COS l -= , r -= V(« — öt)' 4- (>^ . 

Die Differenz der so erhaltenen Resultate liefert dann diu verlangte 
Anziehung. Es wird hiernach 



A = 



«/ S=:-/i'^o=0 *^r^=-0 [(a-«)*-|.(|'^]' 

/» /»^ (g-a)QdQaza(r _ 



.8 



= 27r[V(A — a)2-f-iJ' — ^(a-hh)'-hR^ -h 2a]. 

Anm. Man zeige, dass das letztere Resultat aus demjenigen 
lür den ersten Fall einfach durch die Vertauschung der Grössen a 
und h abgeleitet werden kann. 

30) Au fg. Es soll das Potential des in der vorhergehenden 
Aufgabe genannten Cylinders in Bezug auf einen Punkt P seiner 
Axe bestimmt werden. 

Lös. Unter dem Potential eines Körpers in Beziehung auf 
einen gegebenen Punkt P versteht man eine Function F(x^y^z) der 
Cüordinaten x, y, z dieses Punktes, deren mit entgegengesetztem 

r)V f^V f^V 

Zeichen genommene partielle Ableitungen — -^ , — ^ , — v die 

Componenten der Kraft liefern, mit welcher sieh der Körper und 
der Punkt gegenseitig anziehen. 

Wird die Masse des gegebenen Punktes = 1 und die Dichtig- 
keit des Körpers — y gesetzt und ist femer 

r = yl[x ^■^af' + (y — 6)^ -Viz — c)^ die Entfernung des Punktes P 
von einem beliebigen Elemente y da db de des Körpers, so kann das 
Potential des Körpers in Bezug auf den Punkt P ausgedrückt wer- 
den durch das über den ganzen Körper zu erstreckende dreifache 

Integral fffl^fA'. 
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Wenn alle Bezeichnungen der vorhergehenden Aufgabe be- 
stehen bleiben, so ergibt sich für das gesuchte Potential in dem 
Falle a>A, in welchem also der Punkt ausserhalb des Cylinders liegt: 

r r^ Q dg d(p dz ^ 

4- ylR^+ia-^h)^) - iah + U» ^ ^Ltl+V^^^ 1 

und im Falle a<Ä, d. h. wenn der gegebene Punkt sich im Innern 
des Cylinders befindet: 

ff QdQd(pd2 

ep=o *^(j=o'^2— ÄV(?*-f-(a-— i?)* 

T' r g dg d(f dz ^ 

= 7r[(a + fe)>/i?24-(aH-A)» + (h - a) ylWTJh^^ + 



Anhang. 

A. Integration gewöhnlicher Differentialgleichungen. 

§. 17. ' 
a. Differentfalplelehungren erster Oitlnnnir* 

1) Wenn die linke Seite einer auf die Form 

Mdx-^Ndy^O 
gebrachten Differentialgleichung, wo M und N beliebige Functionen 
von X und y bezeichnen, das vollständige Differential einer Function 

ti ist, in welchem Falle der Integrabilitätsbedingung ^ - -= -^- 

genügt wird, so ist 

u ^ J Mdx +y [^-^ f Mdx\dy « Const 

das allgemeine Integral der vorgelegten Differentialgleichung. 
(Vergl. §. 8.). 

2) Differentialgleichungen von der Form 

X,Y,dx + X^Y^dy - 0, 
wo Xf und Xj Functionen der unabhängigen Veränderlichen x^ 
F, und F, Functionen der abhängigen VeränderUchen y bedeuten, 
werden mittelst der Trennung der Variablen integrirt. Aus 

der gegebenen Differentialgleichung folgt: 

X Y 

X^Y^dx — — XjFjdy, *da; j^dy, 

/X PY 

^ dx = — / Y ^y + Const das allgemeine 

Integral derselben. 
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3) Homogene Differentialgleichungen. Eine Diffe- 
rentialgleichung Mdx + Ndy = heisst homogen, wenn M wndN 
homogene Functionen von x und y sind. (Vergl. Bd. I, §. 15). Die 
Substitution y = X0, dy ^ xdz -{- zdx in eine solche? Diflferential- 
gleichung ermöglicht die Trennung der Variablen x und z. 

Das allgemeine Integral einer homogenen Differentialgleichung 
wird geometrisch repräsentirt durch eine Schaar von ähnlichen und 
ähnlich gelegenen Curven, für welche der Coordinatenanfangspunkt 
der Aehnlichkeitspunkt ist. 

Eine Differentialgleichung von der Form 

{ax-^-hy -\-c^dx -^{aX'\'b'y'{'C)dy = 0, 
wo a, 6, c und a, 6', c Constanten bedeuten, kann, wenn 
iib' — a 6 § ist , durch Verlegung des Coordinatenanfangspunktos 
in den Schnittpunkt der Geraden 3/ = ax -\-by-{-c =0, 
2f^dx-{-h'y-{-c = in eine homogene Differentialgleichung über- 
geführt werden. Ist dagegen ab' — ah *= 0, d. h. sind die Geraden 
jM"«=0 und J?r«=0 parallel, so wird die Differentialgleichung durch 
Einführung der neuen Variablen i^ = aa; + % + c, v=-hx — ay-V-(^' 
(wo c" auch gleich Null sein kann) in eine solche verwandelt, in 
welcher sich die Variablen u und v trennen lassen. 

4) Lineare Differentialgleichungen. Eine Differential- 
gleichung heisst linear, wenn in dieselbe die Function y und ihre 
Ableitungen y\ y" etc. nur in der ersten Potenz eingehen. Eine 
lineare Differentialgleichung erster Ordnung kann stets auf die 

Form g + Py=(2 

gebracht werden, wo P und Q Functionen von x oder Constante 

bedeuten. Ist in einer solchen Differentialgleichung das zweite Glied 

(> = 0, so ergibt sich umnittelbar als deren allgemeines Integral 

- —fPdx 
y =^ Ce , wo (J eine willkürliche Constante bezeichnet. Wenn 

dagegen Q von Null verschieden ist, so gelangt man durch eine der 

drei folgenden Methoden zum allgemeinen Integral. 
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a) Methode der Variation der Constanten. (Von 

4 

Lagrange). Wird in dem allgemeinen Integral y ^ Ce *' der 

Differentialgleichung ohne zweites Glied die (Irösse T als eine 
Function von x angesehen, so folgt 

/ = — VCe ' H- ß ^ ' :, oder 
dx dx 

dx ^ dx 

__ , —fPdx d(' p -j-r/Vr 

Macht man nun e ^ ' d ^^* woraus C«/ Qe ^ ,dx+Ci, so 
erkennt man, dass 

das allgemeine Integral der Differentialgleichung mit zweitem 
Gliede ist. 

ß) Methode von Bernoulli. Das allgemeine Integral wird 
in der Form y ==uv vorausgesetzt, wornach die Differentialgleichung 

ergibt «(| + B;) + ,^^=<2. 

üeher die Variable v kann man so verfügen, dass , + Pt? == 

wird; nachdem v aus dieser Differentialgleichung bestimmt ist, 

findet sich u aus der Differentialgleichung v = Q, 

y) Methode des integrirenden Factors. Multiplicirt 
man die gegebene Differentialgleichung mit vdx, so kann v als 
Function von x so bestimmt werden, dass die linke Seite der Glei- 
chung vdy -\- Fyvdx = Qvdx, deren rechte Seite ein vollständiges 
Differential ist, ebenfalls ein vollständiges Differential wird. Die 
Function v heisst dann ein int egrirender Factor der vorge- 
legten Differentialgleichung. Zur Bestimmung desselben liefert die 

Integrabilitätsbedingung ^ (P.V^) = - ,k^-) ^^^^ ^^^^ ^ /; ? woraus 

11* 
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sich V = e ergibt. Das allgemeine Integral der Differential- 

. fPdx fPdx 

gleichung er (dy -h Pydx) = er Qdx 

wird hierauf auf bekannte Weise erhalten. (Vergl. 1)). 

Das allgemeine Integral der Differentialgleichünjo; -j'+Pfi^Q 

erscheint stets unter der Form 

—fPclx /» fPdx —flMx 

y - ^ jQe-' .dx-[-Ce ^ = y, + Ct^2, 

wo yo das Integral der Differentialgleichung ohne zweites Ghed be- 
zeichnet. Hieraus ergibt sich eine einfache Construction der das 
allgemeine Integral repräsentirenden Curvenschaar. Denkt man sich 
nämlich die Curven y = yi und y ^ y^ construirt und sind yx und 
^2 die der Abscissc x entsprechenden Ordinaten dieser Curven, so 
findet man die zu derselben Abscisse gehörige Ordinate der Curve 
^ = ^1 -H Cy2, indem man zur OMinate y, das C- fache der Ordi- 
nate y^ hinzufügt. Jeder specielle Werth von C liefert eine spe- 
cielle Curve der Schaar. Aus dieser Entstehungsweise der Curven- 
schaar folgt leicht die weitere Eigenschaft, dass die Tangenten an 
sämmtliche Curven der Schaar sich in einem und demselben Punkte 
schneiden, sofern ihre Berührungspunkte in einer Parallelen zur 
FAxe liegen. 

5) Traj ectorien. Eine Curve, welche sämmtliche Curven 
einer gegebenen Curvenschaar unter demselben Winkel schneidet, 
heisst eine isogonale Trajectorie der letzteren. 

dti 
Denkt man sich J^ = tanga als Function von x, y aus der 

Differentialgleichung der gegebenen Curvenschaar bestimmt, so dass 

etwa -.- = (f {x, y) und ist ß der Winkel, den die Trajectoiien mit 

den Curven der gegebenen Schaar bilden sollen, so lautet die Dif- 
ferentialgleichung der gesuchten Trajectorienschaar 

dy _ f fix, y) + tang/g 
dx 1 tang,/!/ . qn(ir, y) 
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Für ß = 90" ergibt sich als Differentialgleichung der orthogo- 
nalen Trajectorien , = — ; — r* 

dx (f {X, y) 

Anmerkung. Die Differentialgleichung einer Cnrvenschaar, 
welche durch die Gleichung f{x^ y; a) = gegeben ist, wird er- 
halten durch Elimination des variablen Parameters a aus den (jlei- 

chungen f{x^ y; a- « und J- dv+ J- dy = 0. 

6) Singulare Lösung. Wenn man in dem allgemeinen 
Integrale f(Xy y; C) = einer gegebenen Differentialgleichung 
erster Ordnung der willkürlichen Constanten (^ einen bestimmten 
Werth beilegt, so geht dasselbe über in dn particuläres Inte- 
gral dieser Differentialgleichung. Ein solches particuläres Integral 
enthält demnach keine willkürliche Constante melir. Ein Integral 
der gegebenen Differentialgleichung, welches, ohne ein particuläres 
Integral zu sein, keine willkürliche Constante enthält, heisst eine 
singulare Lösung derselben. 

Das allgemeine Integral einer Differentialgleichung wird geo- 
inetiisch dargestellt durch eine Cnrvenschaar. Während jedem 
particulären Integrale eine besondere Curve der Schaar entspricht, 
so stinmit dagegen die singulare Lösung im Allgemeinen üh^rein 
mit der Envelop])e der Cnrvenschaar. Die singulare Lösung einer 
' gegebenen Differentialgleichung kann daher, wenn das allgemeine 
Integral der letzteren bekannt ist, bestimmt werden, wie Bd. I, 
pag. 161 angegeben. 

Ohne Zuhülfenahme der allgemeinen L(')sung kann die singu- 
lare Lösung aus der gegebenen Differentialgleichung f^x, y; p) = 0, 

wo -,^ = jp gesetzt wurde, erhalten werden, indem man die Grösse 

u fix V * t) ^ 

p aus den Gleichungen f(Xy y; p) == und ;^ ^ ^^ 

eliminirt. Zur Existenz einer singulären Lösung ist erforderlich, 
dass die gegebene Differentialgleichung f{x, y; p) = 0, deren linke 
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Seite als ganze rationale Function in Bezug auf x^ y^ p gedacht 
wird, hinsichtlich p wenigstens vom zweiten Grade sei. 

Anm. Zur Bestimmung der singulären Lösung kann auch 
jedes andere Verfahren angewendet werden, welches dazu dient, dif 
gleichen Wurzeln einer gegebenen Gleichung aufzufinden. Hierbei 
muss jedoch in jedem einzelnen Falle geprüft werden, ob die erhal- 
tene Bedingung , unter welcher die Gleichung f{x, y; p) = in 
Bezug auf I? eine Doppelwurzel besitzt, überhaupt eine Lösung der 
Differentialgleichung ergibt. 

7) Differentialgleichungen höherer Grade. a)Die ge- 
gebene Dift'erentialgleichung f(p) = 0, vfo p für ,- steht, enthalte 

weder x noch y und sei in Bezug auf p vom nten Grade. Den n 
Wurzeln «i , «2> • • • ^« der Gleichung f(p) == entsprechen n ein- 
zelne Differentialgleichungen ^ -- Oj = 0, jr> — a^ = 0, . . . p — a„ = 0, 
deren Integrale sind y = aiX-i- Ci, y == a^x-i- C , . . . y «=a„a?-l-Ci- 
Das allgemeine Integral der vorgelegten Differentialgleichung ist 
demnach das Product 

{y — ai, X- (\ ) (y — «2^ — Ca) .... (y — a„a;—- Q = 0, 

>vorin noch sämmtliche Constanten C einander gleich gesetzt werden 
könÄen. Geometrisch wird dasselbe repräsentirt durch n Schaaren 
von parallelen Geraden. 

ß) Wenn in der Differentialgleichung f{x,p) = die Variable 

y nicht vorkommt, so ergibt sich -~ = (p{x), also y = lq>{x)dx-{-C, 

In diesem Falle sind die das Integral darstellenden Curven con- 
gruent und können sämmtlich aus einer einzigen derselben durch 
Verschiebung in der Richtung der FAxe erhalten werden. 

Wenn sich die Gleichung f(x,p) = nach x leichter auflösen 
lässt , als nach p , so wird zweckmässig p als neue Veränderliche 
eingeführt. Es findet -sich dann x = (pip) aus der gegebenen 

Gleichung f[x, p) ^ direct und y =Jp (p\p) dp + mit Hülfe 
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der Gleichung dy — pdx, Falls die Elimination von p aus den so 
erhaltenen Ausdrücken für x und y möglich ist, so erhält man eine 
Gleichung zwischen x und y. 

y) Kommt in der gegebenen Differentialgleichung f(y, p) ^ 
die Variable x nicht vor, so findet sich entweder 

^M « rr(y), -% « dx, also x-i-C^ f% 

oder y = ip{p\ dy = \p\p)dp, dx ^^ -dp, x-i-C ^ f^-^P' 

p •/ p 

Da die Constante C nur in der Verbindung a; + C in das 
allgemeine Integral eingeht, so sind die Curven der Schaar, welche 
die allgemeine Lösung der gegebenen Differentialgleichung darstellt, 
cougruent und können sämmtlich aus einer einzigen derselben durch 
Verschiebung in der Richtung der XAxe erhalten werden. 

d) Enthält die Differentialgleichung f{x, y ; p) = ausser p 
sowohl X, als y, so zerfällt sie , wenn die Auflösung nach p möglich 
ist, in die n Differe,ntialgleichungen p—^ti^^y P) = 0, p — y2(^» v) =" ^^' 
• • ' P — ^n^x, y) "^ 0, Wenn y « Ft(x, Cj), y = Fi(x, Cj), .... 
y = Fn{x^ Cn) deren Integrale sind, so erscheint das allgemeine 
Integral in der Form des Productes 

[y-FAic, C,)]\t,-F,{x, C,)] . . . [y-F,{x, C'n)] = 0, 
worin sämmtliche Constanten C einander gleichgesetzt werden können. 

Wenn sich die gegebene Differentialgleichung leichter nach y^ 
als nach 2) auflösen lässt, so betrachte man ^ als unabhängige Va- 
riable , und es ergebe sich etwa y = F{x^ p) ; dann ist 

(?a; =» -^ = - A^-dx-{- ^ dp \ . Insofern diese letztere Gleichung 
p p \ox dp ^1 

integrabel ist, hat man zwei Gleichungen, aus welchen sich in 

manchen Fällen durch Elimination der Grösse p eine Gleichung 

zwischen x und y herstellen lässt. 

Ist die vorgelegte Dift'erentialgleichung leicht nach x auflösbar, 
so führt ein analoges Verfahren zum Ziel. 
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8) Vom integrir enden Factor. Es existirt immer eine 
Function v von x und y, so dass v {Mdx + Ndij) = du ein vollstän- 
diges Differential ist. Jeder integrir ende Factor v genügt der 
partiellen Differentialgleichung 

nr^'^ TiT^^ i^^ <5JVi ^ 

dy dx ^öy dx f 

Wenn es einen integrirenden Factor gibt, welcher nur von x oder 
nur von y abhängt, so wird für denselben diese Differentialgleichung 
zu einer gewöhnlichen, deren Coefficienten entweder nur x oder nur 
y enthalten, und kann dann dazu dienen, den betreffenden inte- 
grirenden Factor zu bestimmen. 

Für den Fall, dass das allgemeine Integral f\x, y; C) = 

der Differentialgleichung Mdx+Ndy =0 bekannt ist, kann ein 

integrirender Factor auf folgende Weise bestimmt weräen: Aus 

f{x, y; C) = ergebe sich C «== (fix, y) und durch Differentiation 

v^r d(r 

= n— ö!^-l-p dy. Diese Differentialgleichung kann sich von der 

gegebenen nur durch einen integrirenden Factor unterscheiden. 

Es ist daher v = ^ : M, 

ex 

Wenn 1 viMdx-i- Ndy) = u ist und mit 0(u) eine beliebige 

Function von u bezeichnet wird, so ist 'r(l>(u) ebenfalls ein integri- 
render Factor der Differentialgleichung Mdx-{-Ndy = 0; umge- 
kehrt ist der Quotient aus zwei verschiedenen integrirenden Fa<?- 
toren V und v (wenn man von dem Falle absieht, in welchem sich 
V und nur durch einen constanten Factor unterscheiden eine 
Function von m. Daher ergibt der gleich einer Constanten gesetzte 

Quotient = Const. die allgemeine Lösung der vorgelegten Dü- 

ferentialgleichung. 
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b. Differentialffleiehnngreii lUtherer Ordnuiisr- 

1) Wenn die gegebene Diflerentialgleicliung von der Form ist 

'^"^ - fix) 

m 



SO wird y ^ I dx j dx j dx , , . j f{x)dx-{- Cx(x — a)"'""*-f- 



n a a 



4- c^(x — a)»"-- + . . Cm-\{x — a) -f c,„. 
Das m-fach wiederholte Integral kann berechnet werden nach der 
Formel: 



m 



X .r X X X 

dx I dx I dx . . , , I fix dx = ~ \ y j ^^ — BY^^f{z)dz, 



(^ -'- ., 



2) Besteht zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ableitungen 
eine Gleichung 

'\dx'^' dx^ '/ 



rm— 1 



dp 



so folgt, indem -f~-;;;_^ == P gesetzt wird, fy F , p) =^ 0, woraus 

dx ' ^' ^P{P) ^ ffip) 

Wenn diese Integration ausgeführt und die resultirende Gleichung 
nach p aufgelöst werden kann, so ergibt sich eine Differential- 
gleichung^ « ip(XyCi\ wie sie unter 1) behandelt worden. 

Kann die vorgelegte Gleichung leichter nach p, als nach -^ - 

aufgelöst werden, so sei etwa jp = ^1 j ) = ^{q)- Hieraus folgt 

durch Differentiation 

« = .'/'l,)!. also dx = y(,)|, x+C, -f^f^- 

Lässt sich aus dieser und der Gleichung p = O'(q) mittelst Elimi- 
uation von g' die Grösse p als Function von x bestimmen, so ist 
hernach die unter 1) angegebene Methode anwendbar. 
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3) Die Differentialgleichung 

geht durch die Substitution i--;;^ =P in die einfachere fy-f^yP )=^^ 

Über Diese letztere, welche nach -j-^ aufgelöst, ^ , = V{p) ^^' 
gebe, wird auf folgende Weise integrirt : 

y/ 2y9.(i>)di) + rr, 

Wenn die hier nöthig werdende Quadratur, sowie die nachherige 
Auflösung nach p möglich ist, so bleibt noch die Methode 1) anzu- 
wenden. 

4) Wenn die gegebene Differentialgleichung 

F(x; y(^-^^\ .v^'-+2), . . . y(^)) = 
die Function y und deren r (r <^n) erste Ableitungen nicht enthält. 
so setze man y('"+') =» j8f, wodurch man zii einer Differentialgleichung 
F(x, 0, ^\ ... 0^^~'~^^ = gelangt, welche nur noch von der 
(n — r — l)ten Ordnung ist. 

5) Kommt in der gegebenen Differentialgleichung 

F{y, y\ y\ . . . 2^^")) = 
die Variable x explicite nicht vor, so kann die Differentialgleichung 
in eine andere übergeführt werden, deren Ordnungszahl um eine 

dv 
Einheit niedriger ist, indem man , = i? setzt und y als unabhän- 
gige Variable wählt. Dadurch wird nämlich 

dx -^' dx^ ^dy' dx^ ^ dy-'^^\dyl''^- 

6) Homogene Differentialgleichungen, a) Wenn eine 

• 

Differentialgleichung in Bezug auf die Function y und deren Ablei- 
tungen homogen ist, so führen die Substitutionen 
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ZU einer Differentialgleichung, deren Ordnungszahl um eine Einheit 
niedriger ist, als die der gegebenen Differentialgleichung. 

ß) Eine in Bezug auf x, y und die Differentiale dx, dy, dhj, 
. . . d^y homogene Differentialgleichung geht durch die Substitutionen 
, , du de d^y idz , d'^z\ . , 

in eine Differentialgleichung, über in welcher die Variable t explicite 
nicht vorkommt und welche demnach gemäss 5) eine Erniedrigung 
der Ordnungszahl gestattet. 

y) Wenn eine Differentialgleichung in dem Sinne homogen ist, 
dass man in derselben x und dx als Grössen erster Ordnung, y als 
eine Grösse /wter Ordnung und dem entsprechend y', y" etc. als 
Grössen (^/ — l)ter, (^ — 2)ter etc. Ordnung betrachtet, so ergeben 

die Substitutionen x -= e^, y « (f^^z eine Differentialgleichung, welche 
i expHcite nicht enthält und welche daher einer Erniedrigung der 
, Ordnungszahl fähig ist. 

7) Lineare Differentialgleichungen, a) Ohne zwei- 
tes Glied. 

Erster Fall. Sämmtliche Coefficienten der gegebenen Dif- 
ferentialgleichung 

seien constante Zahlen. Durch die Substitution y = py^ geht 
(Z>(y) = über in 

a>(e^*)« e»-^ [r» + Pr»-» + . . . + Tr+ TJ\ = 0. 
Dieser Gleichimg kann durch die Wurzeln der charakteristi- 
sehen Gleichung 

^ + Pr«*i -f- . . . + IV + J7 = 
genügt werden. Wenn sämmtliche Wurzeln der letzteren von 
einander verschieden sind, so erhält man n particuläre Integrale 

2/i = f/'i**, y<i = e'Ji-^, .... 2/« = ^'»^, lind es ergibt sich als all- 

Sohaok«*g l.afg*beiiBamiiilaiig. 11. ^'^ 
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gemeines Integral der vorgelegten Differentialgleicliung 

Für eine m-faclie Wurzel r der charakteristischen (jleichuiig sind 
di(^ ausfallenden (m — 1 ) particulären Integrale zu ersetzen durch 
die folgenden: y = x &'•'', y = j'(f''', . . . . y = a;""'^'"'-*. 

Zweiter Fall. Die Differentialgleichung 

WO a, h, Py , . . T, U constante Zahlen sind, gestattet für die An- 
nahme y = {ctx -h by eine ganz ähnliche Behandlung, wie der erste 
Fall. Wenn r eine m- fache Wurzel der für r sich ergebenden 
Gleichung wten (irades ist, so treten an die Stelle der ausfallenden 
particulären Integrale die folgenden: y == (ax-hby . l(ax-i-h), 
y = (ax + hy J^{ax + h\ . . . y = (aa^ + fei»*' . /"'-Möw; -hfe). 

ß) Mit zweitem Glied e. Das allgemeine Integral einer 
Differentialgleichung mit zweitem (iliede 

dx"" dx^"^ dx ^ ' 

in welcher P, Q, , . , T, U, V \m Allgemeinen Functionen von x 
sind, hat die Form 

y = y-^ C^yi + C2y2+ . . . Ci,y„, 
wo Y ein particuläres Integral dieser Differentialgleichung, 
y = dyi 4- C^y'^ -»-... (7«^« dagegen das allgemeine Integral dei- 
nämlichen Differentialgleichung mit gleich Null gesetztem zweiten 
Gliede ist. Man kann daher leicht zum allgemeinen Integral der 
vorgelegten Differentialgleichung gelangen, wenn es auf irgend eine 
Weise gelungen ist, ein particuläres Integral Y derselben zu finden. 
a) Methode der Variation der Constanten. (Von 
Lag ränge.) In dem allgemeinen Integral der Differentialgleichung 
ohne zweites Glied 

y = Ci yi + C^2 y I + • • . + C^n y« 
werden (\ , ^ 2 > • • • ^« ^^^ Functionen von x betrachtet , deren 
Dift'erentiale aus dem System der h Gleichungen 
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dyi dCt dy^ ^J^ . . ^i^i ^^'» _ ^ 

dx dx dx dx ' ' ' dx dx ' 



fiir*"~- dx dx^~^ dx ' ' ' dxf^~'^ dx 

d'^-%dC, d^-^y^dC, d-hjn dC„ 

dx^-^ dr "*■ dx"~^ dx "^ * ' ' "*" da:« » dx ^ 

zu bestimmen sind. Aus den sich ergebenden n Gluichungeu 

dC 

-* = ffiix), (i = 1, 2, . . n) folgt dann unmittelbar 

(;. « I y>i(x)dx -i- d, 

b) Methode von Cauchy. Wenn die Constanten Cj, Q • 
. . Cn in dem allgemeinen Integral der Differentialgleic^liung ohne 
zweites Olied y -* C^j^i + 62^2 + • • + C'»//« '^^ bestimmt sind, dass 
iur X = a den Anfangsbedingungen genügt wird: 

y. - 0, y' = 0, . . . t^r'^ - 0, y<« ') - Via), 






dann ist Y =^ j y da ein particuläres Integral der vorgelegten 

Differentialgleichung mit zweitem (rliede, deren allgemeines Integral 
sonach lautet: y ^ Y+ C\ y, + 62^2 + . . . -f- C,,^». 

c) Methode der integrirenden Factoren. Werden 
beide Seiten der gegebenen Differentialgleichung mit vdx multiplicirt 

so wird die linke Seite ein vollständiges Differential, wenn v der 
Difi'erentialgleichung 

(to» da;"-' ^ daf-2 + • • • ^ i> da; +^ ^^ ^' " *' 
genügt. Diese letztere (Jleicliung liefert n integrirende Factoren, mit 
Hülfe deren man nach wiederholter Anwendung der theilweisen 
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Integration w Integrale erster Ordnung, d.h. n Gleichungen zwischen 



dy d 



y> ^^» 



T 5 • • • j~V-\ erhält, aus denen sich im Allgemeinen die eben 

genannten Functionen berechnen lassen. 

8) Simultane Differentialgleichungen. Wenn die 
Anzahl der unbekannten Functionen grösser ist als 1 , so sind zu 
deren Bestimmung ebenso viele (simultane) Differentialgleichungen 
erforderlich, als unbekannte Functionen vorhanden sind. 

Sind beispielsweise zwei Differentialgleichungen mit zwei unbe- 
kannten Functionen y und z gegeben 

/i(a^; y. y\ . . . y'*"^; si^z. . . . ^^^)-^, 
'/iC^; y^ y, . . . 2/^"^ ; z, z\ . . . 0'"^^) = 0, 

so kann man zum Zwecke der Ehmination der Function z die erste 
Gleichung ^mal und die zweite jp mal- nach einander differentiiren, 
wodurch man im Ganzen (j) + g + 2) Gleichungen erhält, wovon 
(^+2+1^ im Allgemeinen zur Berechnung der (jp+ö'+l) Grössen 
^, z z\ . . . /P+*?) hinreichen. Setzt man die so gefundenen Wer- 
the in die noch nicht verwendete (p + g4-2)te Gleichung ein, so 
ergibt sich eine Differentialgleichung, welche nur y und deren Ab- 
leitungen enthält. Nachdem die Function y und damit auch deren 
Ableitungen bestimmt sind, ergibt sich die Function z im Allgemeinen 
durch blosse Substitution der gefundenen Werthe in den bereits fiir 
z erhaltenen Ausdruck. Sollte in den beiden gegebenen Gleichungen 
die Function z explicite nicht vorkommen, so könnte man nach Be- 
stimmung der Function y die niedrigste vorkommende Ableitung 
von z durch blosse Substitution berechnen und hätte hierauf noch 

d^ z 

eine Differentialgleichung von der Form ^-^ ** y(^) zu integriren. 

§. 18. 

Beispiele. 

a. JMfferentialgleichun^en erster Orduungr. 

1) Als Beispiele zur Integi*ation von Differentialgleichungen 

du «= Mdx + Ndy — 0, 
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deren erste Glieder vollständige DiflFerentiale sind, können die in 
§. 9 genannten Aufgaben dienen, indem man die dort zur Inte- 
gration vorgelegten zwei- und dreigliedrigen Uifferentialausdrücke 
gleich Null setzt. 

2) Trennung der Variablen. \) xdy — ydx ^ 0; 
Lös. y =» Cx. 

2) 2ic'dy = ffdx; Lös. y « e ^'\ 

3) x'^dy A- (ff — a)dx ^ 0; Lös. ^ = »4- Ce-^ . 

4) xydx = {a'hx)(b-^y)dy; Lös. x—y-\-C = ^f^'C^+o;)"]. 

5) (X'—y^)dX'h2xydy -=- 0. 

Lös. Setzt man y = ^X0, so folgt dx^xdz^O, und hier- 

aus — -f- Sr = C. 

X 

6) (y2^.a;yi)da; + (rc2 — ^x>)dfy=0; Lös. — + — -f-T^ - G 

X y X 

7) a;dy ycte =» dy Vi +ic*4- dxy/i-^y^; 
Lös. a?*— y*4-y yl+y' + ^Vl +^^-*- • 

H) x^TTf'dx-\'y4TT^dy^0; Lös. VH^ + Vl+y^ = C"- 

Lös. -J-JL-. '^l(l-i-y^-{-yyfTTy^) + a 

10) Aufg. Man bestimme sämmtlicheCurven, welche in jedem 

ihrer Punkte eine Subtangente von gegebener Länge a besitzen. 

dx 
Lös. Da» Si =^ y T , so führt die vorgelegte Aufgabe auf 

dx 
die Differentialgleichung y^- «= a, deren allgemeine Lösung 

y ^ e "^ ist. Es gentigt somit nur die logarithmische Linie 
der gestellten Bedingung. 
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11) Au fg. Es Süllen die Curveii gefunden werden, für welche 
in jedem Punkte derselben die Subtangente gleich der n-faclieu 
Abscisse ist. 

Lös. Die verlangten Curven genügen der Dift'erential- 

gleichung yj-=--nx; sie sind daher sämmtlich enthalten in der 

Gleichung ^^ = Cx. 

Welche Curven ergeben sich hieraus für w==l, 2, J, |, — l,i'tc.? 

12) Aufg. Welche Cui'ven ergeben in jedem ihrer Punkte 
eine Polarsubtangente von der constanten Länge a? 

Lös.* Da ®f = -^ - , so wird r* ,- «= a und somit 

ar dr 

r((ro — ^) ^ a. 

Es besitzt daher nur die hyperbolische Spirale die in clei* 
Aufgabe genannte Eigenschaft. 

13) Aufg. Man bestimme eine Curve von der Beschatt'cnheit, 
dass das zwischen den Coordinatenaxen enthaltene Stück jeder ihrer 
Tangenten im Berührungspunkte halbirt wird. 

Lös. Bezeichnet man bei Annahme eines schiefwinkligen 
Coordinatensystems die laufenden Coordinaten der Tangente 
mit ?, rj und die Coordinaten des Berührungspunktes mit x. y. 

? V 

so lautet die Gleichung der Tangente s~+ö =1- Da auch bei 

schiefwinkligen Coordinaten der Winkelcoefficient der Tangente 

gleich -^ ist, so hat man die Differentialgleichung , = "^ , 

deren allgemeine Lösung xy -" C ist. Die gesuchte Curve ist 
demnach eine auf ihre Asymptoten bezogene Hyperbel. 

14) Aufg. Es soll eine Curve gefunden werden, für i^r eiche 
das aus den rechtwinkligen Coordinaten x, y eines jeden ihrer 
Punkte gebildete Rechteck gleich ist dem durch die Subnonnale 
und eine Linie von constanter Länge a bestimmten Rechteck. 
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Da Sä « y . ist, so hat man fiir die gesuchte 

(MC 

du 
^'fferentialgleichung ö;y / = ^/A Das allgemeine 

Gleichung lautet: x^ = *2a^y — y^"^; es ist 
\ Curve eine Parabel. 

iimme sämmtliche Curven, deren von 
Flächeninhalte dem Rechteck xy pro- 



gestellte Bedingung liefert die 
.j welcher durch Difl'erentiation 



u, = xdy. Das allgemeine Integral dieser 
Eichung ist 3) y = Cx^~K Da diese Gleichung 
.^en Werth von C der Gleichung 1) genügt, so kann jede 
der gefundenen Curven noch einer weiteren Bedingung unter- 
worfen werden. 

Welche speciellen Curven gehen aus der Gleichung 3) für 
« *= 1, 2, 3, f , f etc. hervor? 

lt>) Aufg. Bei welcher Curve verhalten sich die von dem- 
selben Leitstrahl (^ = 0) an gezählten Polarsectoren , wie die Un- 
terschiede der Quadrate der die Sectoren begrenzenden Leitstrahlen? 

Lös. Wird der g> == entsprechende Leitstrahl mit r© be- 

zeichnet, so muss für die gesuchte Curve 1) i / r d(f ^ 

'«^ 

- n{r'^ — ro*) sein. Hieraus ergibt sich die DifFerentialglei- 
chimg 2) ■= j^ - » deren allgemeines Integral 3) r^ Ce^ ist. 

« 

Die für r gefundene Function genügt der Gleichung 2), 
welchen Werth man auch der Constanten C beilegt. Damit 
aber auch die Gleichung l) erfüllt sei, muss n(f' — C-) «=» 
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« n(r^ — ro'), d. h. (7 « Vq sein. Die verlangte Curve ist somit 

die logarithmisclie Spirale r = VqB ^. 

17) Au fg. Wie muss eine Säule construirt werden, die au 
allen Stellen dem constanten Drucke Q den gleichen Widerstand 
entgegensetzen soll? 

Lös. Ein im Abstände x vom oberen Ende der Säule be- 
findlicher Querschnitt, dessen Flächeninhalt mit y bezeichnet 
werden möge, hat ausser der Last Q noch das über ihm 
lastende Eigengewicht des Körpers zu tragen. Ist nun y das 
Gewicht der Volumeneinheit des Materials, JB der constante 
Widerstand, den die Flächeneinheit darbietet, so ist 

1) By ^ Q + r f ydx. 

Hieraus folgt durch Differentiation 2) iJdy — yydx. Das all- 
gemeine Integral dieser Differentialgleichung ist 3) Bly = 
=*= y(x — Xq), und es lautet daher die Gleichung, die zwischen 

X und y bestehen muss: y ^ e ^ . Hierbei ist die Con- 
staute rco — JJ? ^ aus der Gleichung 1) zu bestimmen. 

18) Aufg. Ein Punkt bewegt sich in einer Ebene so, dass 
der Winkel a, den die Tangente in irgend einem Punkte seiner 
Bahn mit der X-Axe einschliesst, nmal so gross ist, als der Win- 
kel 9>, den der nach diesem Punkte geführte Leitstrahl mit der 
XAxe bildet. Welche Bahn beschreibt der Punkt? 

Lös. Werden Polarcoordinaten angewendet und bezeichnet 
^ den Winkel, den die Tangente mit dem Leitstrahl macht, 
so ist a = 9> +• ^. Nach der in der Aufgabe ausgesprochenen 
Bedingung soll nun a ^ wp sein; demnach wird ^««= (w— l)f 

und tang^ °* "^ tang(w — l)y. Hieraus folgt. 
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Ar dtp 1/ \ 1 7 • / i\ 

r tang(n — l)y' ^ ^ n — 1 ^ '^' 

oder, indem <^" = C gesetzt wird, Cf^—^ = 8in(w — l)tp. 

Welche Curven werden durch diese Gleichung dargestellt, 
wenn w = 0, 2, 3, |, — 1 angenommen wird? 

Für n = 1 verliert das gefundene Resultat seine Bedeutung. 
In diesem Falle ergibt sich unmittelbar als allgemeine Lösung 
die Gleichung ^ == a, welcher ein Büschel von Geraden ent- 
spricht, die sich im Coordinatenanfangspunkt schneiden. 

3) Homogene Differentialgleichungen. 

19) (x-i'y)dx + xdy «= 0. 

Lös. Setzt man y = X0, dy « xdz-\-zdx, so folgt 

(X -i- xig)dx + x{xd0 -\- gdx) ^ und hieraus — ■= — ^r-, 

lx + ^li\^20) = c. 

Führt man für e wieder seinen Werth ä «= — ein und geht 

X 

von den Logarithmen zu den Zahlen über, so wird, indem man 
noch ^ = C setzt, o;* 4- 2xy = C. 

20) {SyA-10x)dx + {5y-{-7x)dy -= 0; 

Lös. (y-{-xy(y-i-2xy^ C. 

21) (x'^ — y'^)dy — 2xydx == 0; Lös. x^-i-y'^ = Cy. 

Bei Einführung von Polarcoordinaten x «= rcosg), y « rsiny 

df cos cp 
gelangt man zu der Differentialgleichiing — -; — - dg> = 0, deren 

allgemeines Integi*al r «= c sin 9) ist. 

Die allgemeine Lösung der vorgelegten Differentialgleichung 

wird demnach geometrisch durch eine Kreisschaar repräsentirt. 

Sämmtliche Kreise der Schaar haben den Nullpunkt und in diesem 

die XAxe als Tangente gemeru; ihre Mittelpunkte liegen auf der 

YAxe im Abstand {C vom Nullpunkt, und ihre Radien siad = iC. 

Füi* C = 00 wird der Radius unendlich gross, und der Kreis geht 

in die XAxe über. 

12* 



18« 

Aus der gegebenen Diö'erentialgleichung folgt ;/ — -^ i""! 5 

hieraus ergibt sich, dass die Tangenten in denjenigen Ereispunkten, 
welche auf den Coordinatenaxen a? — und y«-0 liegen, der XAxe 
und in denjenigen Punkten, welche die Kreise mit den Geraden 
y =- dtx gemein haben, der FAxe parallel sind. 

AM d'li 

Anm. Wenn man - = tang/9 setzt, so wird tanga -*;,-•= 

CO CLOC 

r-^ -i "= — —t ^ "S 1^^ o^ = tang 2 /^. Welche geome- 

a?*~y* i_y! 1— tang2/y ^ ^ 

x' 
trische Eigenschaft des Kreises liegt hierin ausgesprochen? 

22) xdy — ydx = dxyjx'^'\-y^; 

Lös. y = cx^ — ^x'^-\-y' oder 2^ «^ ex- . 

(/ 

23) (x — ylxy — y)dx-h^xydy = 0. 

L ö s. Setzt man — = ^*, so wird 4- z . — .^-r^i = ^^ 

X X 1— f — r*+r-* 

_ 1 _ j 



und daher x -= C. ,- -- , y "^ C,^ , ^ , 

v^ 

oder indem man t eliminirt: rj~ _ . — =l = c. 

{Mx—^yHx — y 



24) (x — 



— Hin 



y COS — |da:H-a;co8— dy = 0; Lös. x *^ Ce •* 



25) [a^x^-hy^ — cx]dx+[b^x^-hy^ — cy]dy = 0. 



Lös. Die Einführung von -- ^ s ergibt 



y 

C0 



6 — 



dx (bJTTJ^- cz)djs Vi-H^* j 

^ (a + 6;8f)Vl +;?* — c (1 4-^*) (aH-i^) — c ^1 +^* 

Hieraus folgt als allgemeines Litegral 

Ix == — l{a-hbjs — r^ 1 -i -?*) -h 6', oder ax \ hy == CyJx^-^y^-i-C, 
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« 

Kürzer gelangt man zu demselben Resultate mittelst der 
Substitution x^-i-y'^ -= r*, wodurch die gegebene Differential- 
gleichung übergeht in folgende: adx-^-hdy -« cdr^ deren 
allgemeines Integral ax -^by -* cr-\- C ist. 

Die letztere Gleichung stellt eine Schaar von ähnlichen und 
♦ ähnlich gelegenen Kegelschnitten dar , für welche der Coordi- 
natenanfangspunkt der Brennpunkt und die Gerade 
aa:4-6y - C — die zugehörige Directrix ist. Die Kegel- 
schnitte sind Ellipsen, Parabeln oder Hyperbeln, je nachdem 

c»^a*-hft- ist. 

26) 2{x — 2y + l)dx^{6x — y'-4)dy «= 0. 

Lös. Verlegt man den Goordinatenanfangspunkt in den 
Schnittpunkt a « 1 , /^ — 1 der Geraden x — 2y + 1 — und 
5j7 - y — 4 «= und setzt zu diesem Zwecke a? — 1 + w, 
y « 1 -\-v, so folgt 2(w — 2v)du -h {öu — v)dv — 0. 

Das allgemeine Integral dieser Gleichung ist {fH^)^^C(2u - v) 
und daher das allgemeine Integral der gegebenen Diffe- 
rentialgleichung ( j? 4- y — 2)- -« C(2x — 2). 

Die geometrische Interpretation der Gleichung (w + t?)* -= 
«« C{2u — v) ergibt eine Schaar von Parabeln, welche den 
(neuen) Goordinatenanfangspunkt und in demselben die Gerade 
t7 ^ 2m als Tangente gemeinsam haben und deren Durch- 
messer der Geraden ^ = — u parallel sind. Aus der Diffe- 
rentialgleichung 2(w — 2v) du + (6w — t?) eir « oder 

, ** tCTZL — erkennt man, dass die Tangenten in den- 
jenigen Punkten der Parabeln, welche auf der Geraden v ^ J« 
liegen, der ?7Axe und in den Punkten, welche auf der Geraden 
V ^ bu liegen, der FAxe parallel sind. Ebenso würde man 
beispielsweise finden, dass die Tangenten in denjenigen Punk- 

dv 
ten, für welche -=- -= 1, d. h. in den Punkten, welche auf der 

Geraden r = -J- w liegen , einen Winkel von 45® piit der ?7A^e 
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bildeo. Die genannte Gerade schneidet somit sämmtliche 
Parabeln, ausser im Nullpunkte, in den Scheiteln derselben. 

^7) {3y — 7x-^7)dx-i-i7y-3x^3)dy = 0; 
Lös. (y — x-hiyiy-^x—iy =- C. 

28) (x '-3y'i-2)dx -^ (Sx — y — 2)dy « 0. 

Lös. Führt man den Schnittpunkt « = 1, /? = 1 der Ge- 
raden X — 3y -h 2 « und 3x — y — 2 = als neuen Coor- 
dinatenanfangspunkt ein und setzt demgemäss x =^ te 4- 1, 
y = i; -h 1 , so erhält man die Differentialgleichung 
(it — iv)dur\-{3u — v)dv = und deren allgemeines Integral 

V — «* « c^u+vy. 

Man discutire die letztere Gleichung in ähnlicher Weise, 
wie es unter 26) geschehen. 

Kehrt man wieder zum ursprünglichen Coordinatensystem 
zurück, so lautet die allgemeine Lösung der vorgelegten DiflFe- 
rentialgleichung: C{y -\-x— 2y ^ y — x, 

29) (a>x-{'by-^c)dx^[kiax + hy-\-c)-\-c]dy -= 0. 

Lös. Da in diesem Falle die Geraden M ^0 und N -= 
parallel sind, so wähle man u== ax-{-byA-c und v ^bx — ay 
als neue Variable, wodurch man zu der Differentialgleichung 

[(a + hk)u -h h&]dM + [{b — ah) u - - ac*] dv = 
gelangt. Das allgemeine Integral dieser Diffei'entialgleichung ist 
a-\rhk , a^-{-b- ... , t\ , n , n 

Drückt man u und v wieder durch x und y aus, so folgt 

bx—ay= -iTZh ^^^'^^y'^^^ ~ ^ \fe - hV' ^ [(^^'^^)(^^^+^y+^)+^^'] + ^• 

In dem speciellen Falle a = fe = c«==l, h = — 1, C'=2 
ergibt sich beispielsweise {u — 1)C' = e~'' oder (x-\-y)C' = 
= g-(^-.'/). Transformirt man noch zu den Geraden y ^ J=a; 
als neuen Coordinatenaxen mit Hülfe dei* Formeln 
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X = (l^-i/)-^-, y «- —($—'?)— 2» so kommt 

Die durch die letztere Gleichung dargestellte Curvenschaar 
kann leicht construirt werden. 

30) (x — 2y + \i)dx — (fix—Gy+19)dy = 0; 

Lös. %— a; - Si:x — 2y-\-l) + C. 

31) x'^{ayda>-{-hxdy)-{'ifH,aydX'{'}>xdy) -» 0. 

dx du 
Lös. Setzt man ijf" =» w, y* — » v, woraus m— = , 

X w 

u-^ = — , so verwandelt sich die gegebene Differentialglei- 
y V ' 

chung in die folgende 

(au 4- av) h (bu + h'v) — = 0, 

^ mu nv 

als deren allgemeine Lösung man findet 

m + --|6,tfi (bß — baH'-—^ — 1= c, 

a/öfl ' u ^ ßu J 

wo a für na-^-mby ß für na -V-mb' steht. Ersetzt man u, v, 
cf, /5? wieder durch ihre Werthe, so kann das allgemeine Inte- 
gral der vorgelegten Differentialgleichung auf die Form ge- 
bracht werden 

a'ina -\- mb) Ix + b (tut -i-nib') ly + 
+ (ah' — ab) l l(na + mft')^ 4- {m + mb)ixf''] «= C. 

32) x\2ydx — 3icdy) + y*(— SydX'{'2xdy) - 0. 

Lös. Durch Anwendung der in der vorhergehenden Auf- 
gabe angegebenen Substitution ergibt sich die allgemeine Lösung 

33) Man bestimme diejenige Curve, deren von ä; =« bis a; = a; 
gerechneter Flächeninhalt gegeben wird durch den Ausdruck -. 

X 
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Lös. Die in der Aufgabe ausgesprochene Eigenschaft der 

ydx «= - , 

^ 

woraus durch Differentiation 2) (x^ 'hy-)dx — 3ay dy = 0. 
Das allgemeine Integral der Gleichung 2) ist 3)x^ — 2y*- «= Cx^ 

I rjßl ___ CjX\ 

oder y ^ \l ö — • ^^ der für y gefundene Ausdrud 

tür jeden beliebigen Werth von C der Gleichung 1) genügt, 
so kann die gefundene Curve noch einer weiteren Bedingung 
unterworfen werden. 

34) Aus einem durchsichtigen, das Licht einfach brechenden 
Körper soll ein Rotationskörper geschliffen werden, welcher Licht- 
strahlen, die in der Richtung seiner Axe auffallen, nach einem 
Punkte bricht. Welche Form muss der Meridian dieses Körpern 
haben? 

Lös. Wild der Einfallswinkel eines beliebigen, im Punkte 
P der gesuchten Curve eintreffenden Lichtstrahles mit /?, der 
Ausfallswinkel mit* ß' bezeichnet , so ist nach einem bekannten 

Gesetze der Physik .— \r =» w « Const. Wählt man die 

^ miß 

Rotationsaxe des Körpers zur XAxe eines rechtwinkligen 
Coordinatensystems, dessen Anfangspunkt der Vereinigungs- 
punkt F der Lichtstrahlen sein möge und sind a?, y die Coor- 

doc 
dinaten des Punktes P, so findet man miß ^ ^-^ 

sin /i^ =* — -^ und daher 

dy 

^mß' ^dx , y-T- — i dy ,. 

-.— ^ = n « — oder n y^ 4-y'4-ic + yj^ *-^- 

sm ß V^*-hy* ^ ^ 9 ^ 
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Als allgeitiemes Integral dieser Differentialgleichung ergibt sich 
oder bei Anwendung von Polarcoordinaten r ^ * 



1 + n cos fp 

Der Meridian des verlangten Rotationskörpers ist demnach 
ein Kegelschnitt, und zwar eine Ellipse, wenn n < 1, d. L wenn 
das Licht von einem dünneren in ein dichteres Medium über- 
geht, eine Hyperbel (der eüie Zweig derselben), wenn n > 1, 
d. h. wenn das Licht von einem dichteren in ein dünneres 
Medium eintritt und eine Parabel, wenn n » 1. Der letztere 
Fall liefert insofern keine Lösung der gestellten Aufgabe, als 
für ff ^ ß der Körper das Licht nicht bricht, sondern einfach 
durchlässt. Für die genannten Kegelschnitte ist der Coor- 
dinatenanfangspunkt ein Brennpunkt. 

35) Welche Form muss der Meridian einer Rotationsfläche 
haben, welche, als Brennspiegel aufgefasst, parallel zur Axe auf- 
fallende Lichtstrahlen in einen Punkt F der Axe zurückwirft? 

Lös. Wählt man die Axe der Rotationsfläche zur XAxe 
und den Punkt F zum Anfangspunkt eines rechtwinkligen 
Goordinatensystems, so findet man, dass die gesuchte Curve 
der Differentialgleichung 



(tu 



y dx dx y 



genügen muss. Als allgemeines Integral derselben ergibt sich 

y» ^ C(x±^x^T^) oder y%» — 2Gr — C») - 0. 
Nun muss entweder y* «= oder y* «= 2C{x + \C) sein. Die 
erste Gleichung stellt die doppelt gelegte XAxe dar und lie- 
fert demnach keine brauchbare Lösung. Die zweite Gleichung 
repräsentirt eine Schaar von Parabeln, welche den Nullpunkt 
zum gemeinsamen Brennpunkt haben. (Confocale Parabeln). 

4) Lineare Differentialgleichungen. Vorbemer- 
kung. Die nachfolgenden Aufgaben mögen zur Uebung nach jeder 
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der drei im vorhergehenden §. angegebenen Methoden und, wo es 
sich thun lässt, auch dadurch gelöst werden, dass man ein parti- 
culäres Integral der Differentialgleichung mit zweitem Gliede zu 
errathen sucht und zu demselben das allgemeine Integral der ent- 
sprechenden Differentialgleichung ohne zweites Glied hinzufügt. 



ä«'i-j?i -<«+■)■■ 



Lös. 1) Methode von Bernoulli. Substituirt man 
y = m\ so geht die gegebene Differentialgleichung über in 

du 2u \ • dv 



(du -öw \ •, a«? , , 1X2 



Ueber die Functionen u und v kann nun so verfügt werden, dass 

wird. Das Integral der ersteren dieser Differentialgleichungen 

ist Hu = l(x + l) oder w «= (äj+I)*. Setzt man diesen 

Werth für w in die zweite Differentialgleichung ein, so erhält 

dv 
man (a;4-l)' , ^ (x + l)^ oder dv = (x^ l)dx und hieraus 

V «= ^(a?-hl)* + (7. Demnach wird schliesslich 
y^ UV ^ (a?+ iy[^(x+l)^+C]. 
2) Variation der Constanten. Das allgemeine Integral 

der Differentialgleichung ohne zweites Glied J^ ?—- = 

CvX X "T~ ± 

lautet: ^ly -= lC{x-hl) oder y = Cyx+1)^. 

Betrachtet man in dieser Gleichung die Grösse C als Function 
von X, 80 ergibt sich 

du 
Wenn man die für y und -~ gefundenen Werthe in die gege- 
bene Differentialgleichung einsetzt 
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so erkennt man, dass derselben nur dann Genüge geleistet 

dC dC 

wird, wenn 5~(^+l)* = (i*?+ 1)* oder ^ = ä:4-1. Dem- 
nach mnss C — /(aj+l)da? — i(a;4-l)* -h Ci sein. Hiernach 

wird y - (:r+l)»[i(a? + l)*-l- C,]. 

3) Anwendung eines integrirenden Factors. Mul- 
tiplicirt man die gegebene Differentialgleichung mit vdx 

vdy -^dx «= t7(a:+ \)^dx, 

X-\rl 

so lässt sich V als Function von x so bestimmen, dass die 
linke Seite dieser Differentialgleichung ein vollständiges Diffe- 
rential wird. Zur Berechnung der Function v ergibt die In- 

tegrabilitätsbedingung ^ (v) — — ^ ( —TT ) ^^ Differen- 

,.,,., d/ü 2v :x dv 2dx .. , 

tialgleichung ,- = rr oder — — — r • Demnach 

^ ^ dx rr+l V x-\- 1 

wird to— — 2l{x-\-l) und v ^ - — riTi* Setzt man diesen 

(X -f- 1; 

Werth in die obige Gleichung ein und wendet zur Integration 
der linken Seite entweder die in §.8 angegebene Formel oder 

die Methode der theilweisen Integration an, so folgt . ^ ^.^ «» 

= i(a; + l)*-hC und hieraus, wie oben 

y = (a;+l)«[i(a;+l)2+(7]. 

4) Durch Errathen. Da die gegebene Differential- 
gleichung die Variable x explicite nur in der Verbindung 
(x + 1) enthält, so kann man versuchen, ob in dem Ausdruck 
y — Ä(x-i'l)^ sich die Constanten Ä und m so bestimmen 
lassen, dass derselbe der Differentialgleichung genügt. Aus 

y = AiX'hl)"' ergibt sich j^ « mÄ{x-^iy-K Setzt man 

diese Werthe in die vorgelegte Differentialgleichung ein 

mAi^x + ir-' — 2 41^±^)ü ^(x-h 1)«, 

X-i- 1 

SokBck«'a AollKabeiisMimlaiif. U. 13 
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so erkennt man, dass dieselbe befriedigt wird, wenn man hat 
mJ. — 2J- *= 1 und m — 1 — 3. Hieraus folgt m«4, J.===i. 
Es ist somit y «= |(a?-*-l)* ein particuläres Integral der vor- 
gelegten Differentialgleichung. Fügt man zu demselben noch 
das allgemeine Integral y^ (7(a?+l)' der Differentialgleichung 
ohne zweites Glied hinzu, so findet sich als allgemeine Lösung 
der gegebenen Differentialgleichung 

37) ^ — -_^L «= ^^-*-,,^S^. 
da? Vl+a;* Vi -a;* * 

Lös. y « ^n? + VI + ^*)(<* aresin iP-i-C). 

du 

39) Jt — ay cosa; =« b sin 2x; 

Lös. y = Ce"«^" * ^sin a: + j- 

40) ^^+?^«2; Lös. a:(s/-a;)=r. 
dx X \^ f 

41) -^ = xy-^aa + by -{-ah; Lös. y ^ Ce'*^^^ ^ — a. 

Da ^^ = (a:4-6)(^-|-a) ist, so können die Variablen ge- 
trennt werden. 

42) / -hmy ^ n; Lös. y = - -|- Ce~ "". 

43) ^+ ay = 60-*- 6t^ + b,x^; 

Lös. y = — r -^ — ' — r-^ ^ + -x^+ Ce-*'^. 

44) -ß + ay ^ be'''^; Lös. y^ 6"" -h Ce""-^. 

^ dx ' ^ m-ha 

45) J^ -h ay =^ b sin ma^; 



1f5 

T •• ^ , oft . . n ^r 

46) ^ — »^•-^; 

Lös. y« Ce«--(?*+^-M2^3 + 2444-?|V 

47) -p cos a; -I- y sina? -= x cos a: 4- {x^ sin a?; 

Lös. y — ^x^-i- Ccosx. 
Mau discatire die allgemeine Lösung und coustruire einzelne 
Repräsentanten der dieselbe geometrisch darstellenden Curvenschaar. 

48) taug a;.^ — y ^ \x(2iBXigx — x); Lös. y^\x^'^Csmx. 

49) 2a;^ — y -= ix^; Lös. y - {x'^-i-C^x. 

Setzt man y = yi + C^i, yi -= ^a;*, y^ «= ^x, so kann man 
die Gurven, auf welche das allgemeine Integral fuhrt, mittelst zweier 
Parabeln lacht construiren. 

50) (1 +a;2) ^l + y ^ arctga;. 

Lös. y — Cc-»"*»-^ +arctga; — 1. 

51) (1 — x^) J^ -hxy '^ a; Lös. y «= flw?-F 0^1— ^. 

Die Gurven der Schaar, welche die allgemeine Lösung reprä- 
sentirt, sind fiir reelle Werthe der Constanten C Ellipsen und für 
imaginäre Werthe von C Hyperbeln. Unter den Gurven befinden 
sich die Geraden p '^ aXy « «= dt 1. Die Gerade y » oo; ist ein 
allen Gurven gemeinsamer Durchmesser; die Gerade o; *» -h 1 
wird im Punkte (1, a) und die Gerade a? «= — 1 im Punkte 
(— 1, — a) von sämmtlidien Gurven der Schaar berührt. Wenn 
man die gegebene Differentialgleichung in der Form Mdx-^-Ndy ** 
schreibt, so haben die beiden ausgezeichneten Punkte (l,a), ( — 1, — a) 
die Eigenschaft, dass für dieselben sowohl Jf «= 0, als auch N =^ 
wird. 
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52) y^j^^Py^'-^^ « ^y. (Gleichung von Bernoulli). 

Hierin bedeuten P und Q gegebene Functionen von o?, und p 
und q beliebige positive oder negative, ganze oder gebrochene, con- 
stante Zahlen mit Einschluss der Null. 

Lös. Nimmt man mit der gegebenen Differentialgleichung 

der Reihe nach folgende Umformungen vor : J' + Py — Qy*, wo 

dy 1 . P ^ 1 <^ / 1 \_L ^ _ /i 

und setzt nun —^ gleich 0, so gelangt man zu der Differential- 

sf 

dz 
gleichung dS "" ^*^ "" ^^'^^ ^ (^ — 1) Ö> 

welche in Bezug auf z linear ist. 

53) Aufg. Nach der in der vorhergehenden Nummer ange- 
gebenen Vorschrift lö^e man die Gleichungen: 



.äy . , r 1 • T •• öte« 

€t) -f-{-a%mx,y ^ oy^Hmx'; Los. y = 



coe X 



^^ l+iii = -^y'-^ Lös. i-(a=+im(^i)»+c]. 

54) Aufg. Es sollen alle Curven von der Eigenschaft be- 
stimmt werden, dass sich in jedem ihrer Punkte die Subtangente 
zur Ordinate verhält, wie eine Linie von gegebener Länge a zu 
der um die Abscisse verminderten Ordjnate. 

Lös. Für die gesuchten Curven soll die Proportion 

dx 

y^ i y '^ a : y — X bestehen, aus welcher die Differentialgleichuiig 

— — y « X folgt, deren allgemeines Litegral lautet: 

ax €iß cb 
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y = X + a +06*^. Transformirt man noch zu schiefwinkligen 
Axen, indem man die FAxe beibehält und die Gerade y—x — a—0 
zur XAxe wäblt, so erhalt man als Gleichung der gesuchten 

Curvenschaar T ^ Ce ^ . ♦ 

55) Au fg. Man bestimme alle ebenen Gurven von der Eigen- 
schaft, dass in jedem Punkte derselben die Projection der Normale 
auf den Leitstrahl die constante Länge k hat. Die Normale werde 
hierbei vom Gurvenpunkte P bis zum Durchschnitt mit einer gege- 
benen Geraden MN und der Leitstrahl von einem festen Punkte 
bis zum Curvenpunkte gezählt. (NauveUes Annales de Math, de 
Gerono et J. Bourget. Bd. XTTT, 2 me Serie , pag. 483). 

Lös. Wählt man eine durch gehende Parallele zur gege- 
benen Greraden MN als Axe eines Polarcoordinatensystems; ist 
fem^* PQ die Normale in dem angegebenen Sinne, a die Entfernung 
des Poles von der gegebenen Geraden und & der Winkel, den die 
Tangente an die gesuchte Curve im Punkte P mit dem Leitstrahl 
einschliesst, so besteht die Relation 1) PQsin^ » k. 

Bezeichnd; man die Coordinaten des Punktes P mit r und ^, 

• j -n^ rsino) — a rsinop — a .-. ^^^ 

so wird PQ — . , i.^ — -j — j- ,8m*«« -^~ 

^ cos(a)-F*) dr . ay' ds 

^ ' ^^'^J — smyr^- 

und die Gleichung 1) geht über in 

r si n y — a rdq> , , 

- •, • — y — ■"* tc Oder 

dr . dw ds 

^ ds ^ ds 

^ dr Ä; sin O) — a , sin o) 

dg> k cos g> ' 'kcoB(p 

Diese Differentialgleichung ist in Bezug auf die Function r 

von der unter 52) behandelten Form. Dividirt man durch r* und 

setzt — » jer, so verwandelt sie sich in die lineare Differential- 
r 

gleichung d) ^-+-j^^^^ « -i^^- 
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Wenn man zur Integration der Gleichung 3) die Bemoulli'sche 

Methode anwendet und demgemäss y ^ uv setzt , so ergeben sich 

zur Bestinunung von u und v die Differentialgleichungen 

dv sin cp , a d(f> , 1 sin O) , 

— == ^ dö) + - — ^ , du «^ 5 ^ d(t. 

V cos 5P A; cos ^ t; fc cos y 

Das Integral der ersteren dieser Gleichungen ist 
Iv « ? cos qp + ^l tang (^tt + 4?)). Demnach wird 

V »= [tang(|7r -h i9>)] * . cos y», dw « ^^— ^'^ 



«j 



, * , sincpäop 
und M « — — / — 

a 



k COS* q> [tang(|7r + Jly »] * 

«-iy-- 

COS* g> [tang (|7r + i?>] * 
Die Ausführung dieser letzteren Quadratur wird wesentlich erleich- 
tert durch die Substitutionen 

tang(l7r + 4y) « t, cosy = i^^t> —sia^dtf - ^(T+T^ ^^' 
wodurch ma^n erhält 



» 


- 2jl* 


(t") 


-T 


a 


S 


Da 


nun v -= 


a 

2<* 


+ 1 


Ä ■ 


— Mt) — 


1 

r 



HH^^* ~a-|-fc"*'a-ir 



so ergibt sich schliesslich, indem man wieder zu den ursprünglichen 
Coordinaten zurückkehrt, für die gesuchte Gurvenschaar die Gleichung 

a 

1 Ä + asincp . ^r. ,, . x-,T"^* o/« i v 
7 -^ a^ _ jki + C[tang(|;F + iy)] * cos* (i^+iv). 

^l JqI 

Specialfälle. 1) C == ergibt r — ^ : — • DieCurve 

° ft + a sm 9) 

ist somit eine Ellipse, wenn a <ky eine Hyperbel, wenn a > k ist. 

2) a § 0, Ä — 0, C =- liefert r -« -: — oder r sin o» =* a. 

sin ^ 

Es ist dies die Gleichung der gegebenen Geraden MN, In diesem 

Falle ist die Normale gleich Null. 



und 
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3) (7 ^ 0, a = 0, i § ergibt r « — hy und es ist daher 
die gesuchte Curve der Kreis vom Radius h. 

4) Der Fall i — a, in welchem die gefundene Gleichung ihre 
Gültigkeit verliert, erfordert eine besondere Behandlung. Geht man 
auf die Differentialgleichungen fiir u und v zurück, so findet sich 

- \\C -'l\Ang{\n -f- iy)] sin»(i7r + isp) — { cos»(i;r + iy)j. 

Dieser Gleichung entspricht eine transcendente Curve. 

Trajectorien. 56) Aufg. Man bestimme die orthogonalen 
Trajectorien der Lemniscatenschaar 

wo a einen variablen Parameter bezeichnet. 

Lös. Die^ Differentialgleichung der gegebenen Curvenschaar 

lautet: ^ «^ — . ^^ ~ , ■ 
dx y oa:' — y^ 

Hiemach ergibt sich für die Trajectorienschaar die homogene Dif- 
ferentialgleichung : 

— -,--= — . ^3 3 , deren allgemeines Integral C^^+y*)^ === Cxy ist. 

In PolarcocMrdinaten lautet die Gleichung der gegebenen Cur- 
yenschaiEkr: r* « acos2y und die - Gleichung der Trajectorien: 
r^ = Ci sin 2^. Hieraus erkennt man, dass die gesuchten Curven 
^der Lenmiscaten sind, deren Axen jedoch um 45^ gegen die 
Axen der gegebenen Lenmiscaten gedreht erscheinen. 

Ö7j Auf g. Es soll eine Curvenschaar bestimmt werden, wel- 
che sämmtliche Curven der Schaar y « aaf^ so schneidet, dass in 
jedem Durchschnittspunkt einer gegebenen Curve mit einer Tra- 
jectorie die Tangenten an diese Curven symmetrisch liegen. 

Lös. Differentialgleichung der gegebenen Curvenschaar: 

dx X 



Dififerentialgleichung der Trajectorien: —^ -« — n— • 

Gleichung der Tngectorienschaar: ic*y -« C. 

Für n -» 1 ist die gegebene Gurvenschaar das Strahlenbüschel 
y^aa>y und die Trajectorien sind die gleichseitigen Hyperbeln xy^ C, 

58) Auf g. Man bestimme die orthogonalen Trajectorien einer 
Schaar von congruenten Parabeln, welche in ihren Scheiteln eine 
gegebene Gerade berühren. 

Lös. Wird die gegebene Gerade zur FAxe eines rechtwink- 
ligen Coordinatensystems gewählt und bezeichnet a einen yariablen 
Parameter, so lautet die Gleichung der gegebenen Currenschaar 

{y — a)^'^2px, die entsprechende Differentialgleichung ^1^1 =2a;, 
die Differentialgleichung der Trajectorien pi^) — 2a; oder -p -= 



db 



/2x 
*/ und das allgemeine Integral dieser letzteren (y — C)^ 
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^ ^^ • 

Die verlangten Trajectorien sind somit Neil'sche Parabeln. 

59) Aufg. Es sollen die Curven gefunden werden, welche die 
Parabelschaar y^ -= 2p(a;— a), 

wo a einen variablen Parameter bezeichnet, unter dem Winkel ß 
schneiden. 

Lös. Differentialgleichung der gegebenen Curvenschaar j = - , 

Differentialgleichung der Trajectorieigi: 

, ^ + tang/? , . 

dy y JP+ ytang/ ? 

^" l-^tang/»^»-**^^S/5f' 

y 

Integral der letzteren Gleichung: 

P 
x-^C ^ cßigß.y— ^T^Z(ytang/Sf-f-j>). 
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Wählt man noch mit Beibehaltung der XAxe die Gerade 
X = cotg ß . y zur FAxe eines schiefwinkligen Coordinatensystems 
und setzt zu diesem Zwecke a; = |-f rjcosß, y = ijsinjöf, so er- 
gibt sich für die verlangten Curven die Gleichung 

cos/^ ~ « <^+ ^> cos/? 

' sm*jöf ^ smV 

Diese Curven können unter Zuhülfenahme der auf rechtwinklige 
Coordinaten bezogenen logarithmischen Linie // «= e^' leicht con- 
struirt werden. 

Für ß « 90® tritt an die Stelle der Differentialgleichung 

, = ~ ^ \, die folgende: , = — - , aus welcher sich 

ax y — p tang ß ° dx p 

y = ß P ' als Gleichung der orthogonalen Trajectorien der 

gegebenen Curvenschaar ergibt. 

60) Aufg. Es sollen die beiden Curvenschaaren bestimmt 
werden, welche die Parabelschaar 

x^ = 2a(y — x^3) 
unter dem Winkel j? -= ± 60® schneiden. 

Lös. 1) ß «== -f- 60®. Differentialgleichung der gegebenen 
Curvenschaar : ^ - = — ^ , Differentialgleichung der Tra- 

• j. ' dy y 

jectorien: — 



dx 2x — yyl'6' 
allgemeines Integral der letzteren homogenen Differentialgleichung: 
f=. C{x-yyJ^). 

Diese Gleichung lässt erkennen, dass die verlangten Trajecto- 
rien eine Parabelschaar bilden, welche durch Spiegelung der gege- 
benen Curvenschaar in Bezug auf die Geraden y = db a; entstanden 
gedacht werden kann. Die Axen dieser Parabeln sind der X-Axe 

parallel; die Gerade y = -.-z ist eine sämmtlichen Parabeln im 

13* 



i 
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Coordinatenanfaugspunkte gemeinsame Tangente. Der geometrisclif 

Ort der Scheitel der Parabeln ist die Gerade y «• \yl3x. 
2) /J = — 60®. Differentialgleichung der Trajectorien : 

dy y — x4^ 

Integral derselben : ^3 ix^-hy'^) — 2xy = C. 

In diesem Falle bestehen demnach die Trajectorien aus einer 
Schaar von ähnlichen und ähnlich gelegenen Ellipsen, deren gemein- 
schaftlicher Mittelpunkt der Coordinatenanfangspunkt ist. Die Axen 

der Ellipsen verhalten sich zu einander, wie (V^ +lhV2 und sind 
um 45® gegen die Coordinatenaxen gedreht. In allen Ellipsenpunkten, 

welche auf der Geraden y = x^3 liegen, sind die Tangenten der 

XAxe und in allen denjenigen, welche auf der Geraden y ^^^ -j= x 

liegen, der I^Axe parallel. 

61) Au fg. Man bestimme die orthogonalen Trajectorien der 
Kreisschaar x^-i-y^- — 2ay = 0. 

Lös. Differentialgleichung der gegebenen Kreisschaar: 

dy _ 2xy 
dx x^ — y^^ 

dx 2xti 

Differentialgleichung der Trajectorien — ^ ^ ~ä — j ' 

Das allgemeine Integral dieser letzteren homogenen Differential- 
gleichung lautet: x- 4- y* — Gx = 0. 

62) Aufg. Der Mittelpunkt eines Kreises vom constanten 
Radius r bewegt sich auf der XAxe fort. Man bestimme die or- 
thogonalen Trajectorien der auf diese Weise entstehenden Kreisschaar. 

Lös. Bezeichnet man mit a die Abscisse des beweglichen 
Kreismittelpunktes, so lautet die Gleichung der gegebenen Kreis- 
schaar: (x — a^-hy^ =» r^. 
Hieraus ergibt sich als Differentialgleichung dieser Kreisschaar 

(y^ 1 +y* "" ^** ^^^ sonach als Differentialgleichung der Ortho- 
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dy ^ y 



(dx V* 
y-^ ) -}-y^ =*= r^ oder , , . 

dy / dx Jf'i _ y^ 

Das allgemeine Integral der letzteren Differentialgleichung ist 
qia;== V^» — y» + r? -/ — ^ +(7, 

und es sind daher die gesuchten Trajectorien congruente Huy- 
ghens'sche Tractorien, welche sämmtlich aus einer einzigen dersel- 
ben durch Verschiebung in der Richtung der XAxe entstehen. 
( Vergl. Bd. I, S. 207.) 

63) Au fg. Es sollen die Curven gefunden werden, welche 
die Curvenschaar y « oa;*, 

wo a einen variablen Parameter und n eine gegebene constante 
Zahl bedeutet, unter dem constanten Winkel ß schneiden. 

Lös. Die Differentialgleichung der gegebenen Curvenschaar 

lautet: ^ *= w -. Wird tang Ä = m gesetzt, so findet man für 
dx X 

die Trajectorien die homogene Differentialgleichung 

(mX'{'ny)dx « {x — mny)dy. 

Specialfälle. 1) Für n«= 1 ist die gegebene Curvenschaar 

ein Strahlenbüschel. Die Differentialgleichung der Trajectorien wird 

(inx-hy)dx+ (my - x)dy = 0, 

das allgemeine Integral derselben • 

1 „„._ y 



l^x^+y^ arctg — + C. 

Wt X 

Es sind somit die Trajectorien logarithmische Spiralen, wie man 
beim Uebergang zu Polarcoordinaten sofort erkennt. Wird in der 
letztem Gleichung m «= <x) gesetzt, so folgt a;*4-y^ = C ; daher 
sind die orthogonalen Trajectorien des gegebenen Strahlenbüschels, 
wie vorauszusehen war, concentrische Kreise. 

2) n = — 1. Die vorgelegten Curven sind gleichseitige, auf 
ihre Asymptoten bezogene Hyperbeln. Differentialgleichung der 
Trajectorien : (mx — y)dx — (my + x)dy =^ 0, 

Integral derselben: m{x'^ — y'^) — 2xy = (7. 
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Die verlangten Trajectorien sind hiemach wieder gleichseitige 
Hyperbeln. 

3) Für den Fall der orthogonalen Trajectorien , m = <x) , er- 
gibt sich die Differentialgleichung nydy =- — xdx^ als deren Inte- 
gral man unmittelbai' findet. a?^-f-wy* = C- 

Die orthogonalen Trajectorien sind daher ähnliche und ähnlich 
gelegene Ellipsen oder Hyperbeln, je nachdem n positiv oder ne- 
gativ ist. 

64) Aufg. Man bestimme die orthogonalen Trajectorien der 
Curvenschaar r"* « Csinmy. 

Lös. Dilferentialgleichung der gegebenen Curven: 

dv 

— = cotg mtp . d(py 

dv 
Differentialgleichung der Trajectorien: — = — tang wf/> . ^7», 

Integral der letzteren Difl'erentialgleichung : r^ «= Ccosmy». 
Hieraus ersieht man, dass die Trajectorien durch eine Drehung um 

den Winkel ^ - übergehen in die gegebenen Curven. Welche Cur- 
ven werden durch die gegebene Gleichung dargestellt, wenn man 
m die Werthe — 1, 4-1, 4-2, — 2, — \ etc. beilegt? 

65) Aufg. Es sollen die orthogonalen Trajectorien der Schaar 
von ähnlichen und ähnlich gelegenen EUipsen 

wo l einen variablen Parameter bezeichnet, gefunden werden. 

Lös. Differentialgleichung der gegebenen Curven: 

dy Ix 

dx ^^ y ^ 

Differentialgleichung der Trajectorien: ^ "* Ti""» 

Integral der letzteren Gleichung: y « Crr^*. 

Welche Curven ergeben sich hieraus für i«= ^2? Vti 1 etc.? 
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66) Aufg. Man bestimme die orthogonalen Trajectorien de., 
Schaar von confocalen Kegelschnitten 

wo a einen variablen Parameter bedeutet. 

Lös. Die Differentialgleichung der gegebenen Curvenschaar 

lautet: (a;- y^^)(a;+y^|) « 1. Für die Trajectorien findet 

man genau dieselbe Differentialgleichung, woraus hervorgeht, dass 
die gesuchten Trajectorien mit den gegebenen Curven identisch sind, 
so jedoch, dass zu den confocalen Ellipsen confocale Hyperbeln als 
Trajectorien gehören und umgekehrt. 

67) Aufg. Man sucht für die Parabelschaar 

y* - 2px, 
wo p einen variablen Parameter bezeichnet, die Trajectorien von 
der Eigenschaft , dass in jedem Schnittpunkte einer Trajectorie mit 
einer Curve der gegebenen Schaar die Subnormale der ersteren 
das 9^ fache der Subtangente der letzteren sei. 

Lös. Die verlangten Trajectorien genügen der Differential- 

gleichung 2nx =* y^ > deren allgemeines Integral ^ — ^ /^ == ^ 

ist. Sie bestehen daher, welche reellen Werthe man auch der 
Constanten G beilegen möge, aus einer Schaar von ähnlichen und 
ähnlich gelegenen Hyperbeln. 

68) Aufg. Es soll die Horizontalprojection (auf dieXZEbene) 
derjenigen Curven bestimmt werden, welche sämmtliche Meridiane 
einer gegebenen Rotationsoberfläche unter dem gegebenen Winkel a 
schneiden. (Nouvelles Anncdes de Math., Bd. XHI, 2me Serie.) 

Lös. Wird die Rotationsaxe der gegebenen Oberfläche zur 
-Z^Axe gewählt, so erscheint die Gleichung der gegebenen Fläche 

unter der Form z = f{r\ wo r = V^^ -f- y*. 

Sei P ein Punkt eiues Meridians, PT die Tangente an den Meri- 
dian, FT^ diejenige an die Trajectorie. Wird von T\ noch ein 
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Perpendikel T,T auf VT gefällt, so entsteht ein Dreieck PTT,, 
dessen Projection auf die XZEbene P'TTi sei. FT projicirt 
sich im Kadius vector 0P\ PTi in der Tangente P'T/ der ge- 
suchten Curve. Somit ist tangf P'T,' — tang^ = ~; anderer- 

rp> fp t rprp rpf rp » 

seits ist auch tang ^ « p^mf^ tanga = p * = -pm- und daher 

FT 

tang ^ « tang a . p^m/ • In Folge der Gleichung z = f(r) wird 



nun PT= P'r Vi + er W?, mithin 

tang ^ ■= ^ ==* tang a ^1 +[/'W]' oder d^p -= tanga . — -^ dr. 

Specialfälle. 1) Für a «= 90® wird r j = oo oder 
_ «« 0, r == Const. Die Trajectorien sind daher Parallelkreise. 

2) a «= 0® ergibt dqp = 0, y = Const. In diesem Falle findet 
man selbstverständlich die Meridiane der gegebenen Fläche wieder. 

3) Wenn der Meridian eine Gerade, die gegebene Fläche also 
ein Rotationskegel ist, so wird f(r) «= Const. « a und daher 

d^ *= tanga. vi 4-a^ , (T =• t2i>nga^l-{-ä^ljy = Jclj^, woÄfür 

tanga Vi 4-a^ steht, r = Ce^. Die Horizontalprojection der Tra- 
jectorien besteht sonach aus einer Schaar von logarithmischen Spi- 
ralen. (Vergl. Bd. I, pag. 220.) 

4) Ist die gegebene Fläche der Kugel vom Radius R: 

z ^ V-R* — ^*9 so wird 



d<3P r»x 1 X ,B-{-y]B- 



= R tang a . r , (p ^ — tang a l 



r 



1 



dr ^ rylm^^r'^' ^ rC ' 

r « 2P ^ — . 

Es ist diess die Gleichung der unter dem Namen Loxodrome be- 
kannten Curve. (Vergl. Bd. II, S. 139). 
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6) Singulare Lösung. Vorbemerkung. Es ist eine 
nützliche Uebung, die nachfolgenden Aufgaben nach jeder der im 
vorhergehenden § erwähnten Methoden zu behandeln. 

69) Aufg. Es ist gegeben die Differentialgleichung 



"(«i-#-»i)=^ 



(£r 



und deren allgemeines Integral 



2) ^.+J^_1. 
^ 1 -ha 1 — a 

Man bestimme die Enveloppe von 2) und die singulare Lösung 
von 1). 

Lös. Bestimmung der Enveloppe von 2). Die Differen- 
tiation der Gleichung 2) in Bezug auf a ergibt 

Qu 4/' 4/ (C 

~ /i . \2 -*~7r"^ — \± ^ ^^^^ 1 — ^ ± r . • llieraus folgen 
(l4-a)* (1— a)-^ 1 — a 1-i-a ° 

die beiden Werthe a « und a = • Eliminirt man mit 

iT + y a? — y 

Hülfe derselben die Grösse a aus der Gleichung 2), so findet man 

für die Enveloppe die beiden Gleichungen (x^-y)^ = 2, {x— yY = 2, 

welche sich in die weiteren zerfallen lassen 

x-^y — 42^0, a;4-y4-V2 =^ 0, x—y —yl2 ^0, 

x — y-\-y[2=0. 
Die Enveloppe besteht daher aus vier zu den Coordinatenaxen 
symmetrischen Geraden. 

Bestimmung der singulären Lösung von 1). 1) Setzt 

man ^- = jp und schreibt die Gleichung 1) in der Form 

{x--\r y- — 2)p —xy (1 -Hjp') — 0, differentürt diese Gleichung in 
Bezug auf jp, wodurch man erhält (x^-hy'^ — 2) — 2xyp = und 
eliminirt hierauf aus dieser letzteren und der Gleichung 1) die 
Grösse p, so ergibt sich für die singulare Lösung 
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== (x-hy + ^2){x-hy — yl2){x — y-{-yl~2){x — y-^2). 
Demnach ist die singulare Lösung von 1) identisch mit der bereits 
gefundenen Enveloppe der Curvenschaar 2). 

2) Aus der Gleichung 1) findet sich unmittelbar 

p ^- ^^ ^ ^ -' Eme nothwendige, 

aber nicht hinreichende Bedingung für die Existenz einer singulären 
Lösung ist die, dass die beiden für jp gefundenen Werthe einander 
gleich seien. Demnach muss {xT- -\-y'^ — 2)^ — Ax'^y'^ = sein. 
Dieser Gleichung kann dadurch genügt werden, dass man der Keihe 
nach jeden der vier Factoren, in welche sich die linke Seite derselben 
zerfallen lässt, gleich Null setzt. Da die so gewonnenen Gleichungen 

x-^y±:42 = 0, X — y±:\l2 = die gegebene Differentialglei- 
chung 1) befriedigen, so stellen sie, in Uebereinstimmung mit dem 
oben gefundenen Resultate, die singulare Lösung derselben dar. 

70) Aufg. Eine Curve ist so beschaffen, dass die Perpen- 
dikel, welche von einem festen Punkte {a, b) auf die Tangenten 
derselben gefällt werden, die constante Länge r haben. Es soll die 
Gleichung der Curve gefunden werden. (Euler: Exposition de 
quelqif^s paradoxes du calcul integral. Sammlungen der Berliner 
Akademie der Wissenschaften vom Jahr 1756.) 

Lös. Bezeichnet man die laufenden Coordinaten der Tan- 
gente an die gesuchte Curve mit ?, iy, die Coordinaten des Beruh- 

du 
rungspunktes mit x, y und wird -^ = i> gesetzt, so lautet die 

Gleichung der Tangente t/ — y ^ pi§ — x). Das vom Punkte 
(a, b) auf diese Tangente gefällte Perpendikel besitzt die Länge 

^ , ^^ -' Man hat daher für die Bestimmung der ge- 

Vl +i>' 

suchten Curve die Differentialgleichung ^- : — « r. 

yll-t-p^ 
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Die allgemeine Lösung derselben ist y — 6 *= C{x — a) — rVl4- 0*. 
Für die singulare Lösung findet man {x - ay+ (y — 6)^ == r^. 

Während die singulare Lösung den Kreis vom Radius r und 
dem Mittelpunkt (a, &) als Lösung der vorgelegten Aufgabe ergibt, 
so stellt dagegen die allgemeine Lösung die Gesammtheit der Tan- 
genten dieses Kreises dar. 

71) Aufg. Man bestimme eine Cur ve, für welche die zwischen 
der Tangente und den beiden Coordinatenaxen enthaltene Fläclie 
den Constanten Inhalt ^a* habe. 

Lös. Differentialgleichung der gesuchten Curve: 

singulare Lösung dieser Differentialgleichung : xy ^ \ a*. 

Die verlangte Curve ist mithin eiue auf ihre Asymptoten be- 
zogene gleichseitige Hyperbel. 

72) Aufg. Man bestimme die singulare Lösung der Differen- 
tialgleichung (1 4- x'^)p' —2pxy-{'y^ — 1 =« 

(Lagrange: Calcul des fonctions, pag. 276). 

Lös. Allgemeine Lösung: y « Cx + ^1 — C-, 
Singulare Lösimg: y^ — rc^ «=» 1. 

73) Aufg. Es soll die allgemeine und die singulare Lösung 
der Differentialgleichung 

p^{2x^ — p^) — 2xyp -\-x^ = 
gefunden werden. 

Lös. Aus der gegebenen Differentialgleichung folgt 

I - "^-^aJ^^P^ oder {2x^-y^)dy = [xy±x42Y^x-^')]dx. 

Als allgemeines Integral dieser homogenen Differentialgleichung er- 
gibt sich x^ + iy— CY « ^C^; 
die singulare Lösung wird y =» dba?. 

Die allgemeine Lösung der vorgelegten Differentialgleichung 
stellt demnach eine Schaar von Kreisen dar, deren Mittelpunkte auf 

Sohnoke's Aufgabenaammliuig. U. ^^ 
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der YAxe liegen und welche sämmtlich von den Geraden y = zLx 
berührt werden. 

74) Auf g. Man bestimme eine Curve von der Eigenschaft, 
dass das Product der Perpendikel, die von zwei festen Punkten auf 
eine beliebige Tangente der Curve gefallt werden, den constanten 
Werth k^ habe. (Lagrange: Calctd des fonctions pag. 282.) 

Lös. Ist 2m die Entfernung der beiden gegebenen Punkte A 

und B und wählt man die Gerade JlB zur XAxe und die Mitte 

von AB zum Anfangspunkt eines rechtwinkligen Coordinatensystems, 

so lautet die Gleichung der Tangente im Punkte {x^ y) der gesuchten 

Curve, wenn die Bezeichnungen der Aufgabe 70) gelten: rj — y = 

^ p{^ — ^)' I^e Längen der von den Punkten A{ — m, 0) und 

B(+m, 0) auf diese Tangente gefällten Perpendikel werden bezie- 

1 • . y-^p{ — m — x) , y-{-p{m — x) ^, 
hungsweise db — ^-^ und zb — ,- — —- Die ver- 

langte Curve genügt somit der Diö'erentialgleichung 

^ [y — JP (m -h'a?)J [y—p{x — m)] _ ^^ 

1 + jp* 

Je nachdem man das obere oder das untere Zeichen berücksichtigt, 

erhält man für die singulare Lösung 

^' -t-?C=l oder ^^-y"^l. 



m^-hk^ k^ m^—k^ k^ 

Die gesuchte Curve ist daher eine Ellipse oder eine Hyperbel, je 
nachdem die von den gegebenen Punkten auf die Tangenten ge- 
fällten Perpendikel gleiche oder entgegengesetzte Richtung haben. 
Die Realität der Hyperbel ist an die Bedingung m* > k^ geknüpft. 
Die Punkte Ä und B sind die Brennpunkte der gefundenen Curven. 

75) Aufg. Es soll eine Curve gefunden werden, für welche 
die zwischen den Coordinatenaxen liegenden Stücke ihrer Tangenten 
die constante Länge a haben. 

Lös. Differentialgleichung der verlangten Curve: 

y ^px + a P— , 
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aC 



allgemeine Lösung derselben : y = Cx-\- - , 

vi + c* 

«2 S 

singulare Lösung: x^-\-y^ = ar. 

Die singulare Lösung ist somit eine Astroide (Vergl. Bd.I,pag. 199); 
die allgemeine Lösung der obigen Differentialgleichung stellt die 
Gesanmitheit der Tangenten der Astroide dar. 

76) Aufg. Ein Kreis vom Eadius r rollt auf einer gegebenen 
geraden Linie. Welche Curve wird bei dieser Bewegung von einem 
Durchmesser des Kreises eingehüllt? 

Lös. Wird die gegebene Gerade zur XAxe und der beweg- 
liche Durchmesser in seiner Anfangslage zur FAxe eines rechtwink- 
ligen Coordinatensystems gewählt; ist femer y der Winkel, den 
dieser Durchmesser in irgend einer seiner Lagen mit der Anfangs- 
lage bildet, so lautet die Gleichung desselben 

1) y — *" ^ c^*8 9 -{x — ry). 
Für die Enveloppe dieser Geraden findet man auf bekannte Weise 
die Cycloide x « {r(2q) — sin 2fp\ y = 2 ^(1 — cos 2q>). 

Sieht man die Gleichung 1) als die Gleichung einer Curven- 
schaar mit dem variablen Parameter y an, so ergibt sich die zu- 
gehörige Differentialgleichung 

2) y — r = p(x — r arccotg^). 

Differentiirt man dieselbe nach pi ^) x — r arccotg^ 4- r^— 2 ^ ^ 

und berechnet aus dieser und der Gleichung 2) die Grössen x und 
y, so erhält man 

=- rUrccotgjp — Y^^) ^ {r{2ip — mi 2(p) 

y ^ r{l — j _^^^ ) = i,ra — cos 2(p). 

Diese beiden Gleichungen, zusammengenommen, oder die aus ihnen 

hervorgehende Gleichung 

r-2y 2 . .. 

X = ^r [arccos >Jry — y^\ 

bilden die singulare Lösung der Differentialgleichung 2). 



X 
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77) Au fg. Man bestimme die Curven von der Eigenschaft, 
dass in jedem ihrer Punkte die Normale die mittlere Proportionale 
ist zwischen einer Linie von der constanten Länge a und der um 
die Abscisse x vermehrten Subnormale. (Leibnitz: Acta erudi- 
torum für 1694.) 

Lös. Differentialgleichung der gesuchten Curven: 

aix-^yp) « y2(l+i)^), 
allgemeine Lösung derselben: 1) y* + (ic — C)'^ «= aC, 
singulare Lösung : 2) y • = a (a? + \a). 

Der gestellten Aufgabe wird daher gentigt durch die Kreisschaar 1) 
und die Parabel 2), welche sämmtliche Kreise der Schaar berührt. 

78) Au fg. Es sollen die Curven bestimmt werden, deren 
Polamormalen die constante Länge 2a besitzen. 

Lös. Bei Anwendung von Polarcoordinaten ergibt sich für 

die verlangten Curven die Differentialgleichung V^^+p* = 2a, 

dr 
woi>»^. 

Die allgemeine Lösung derselben ist (f — yo ^ aresin ^ oder 

r ^ 2a sin (y — qpo) ^^d die singulare Lösung r « 2a. 

Die gesuchten Curven sind sonach Kreise vom Radius a, wel- 
che durch den Pol gehen und vom Kreise r = 2a berührt werden. 
Der letztere Kreis ist selbstverständlich ebenfalls eine Lösung der 
gestellten Aufgabe. 

79) Aufg. Gegeben ist die Differentialgleichung 

1) y = px — 4p* und deren allgemeines Integral 2) y^Cx — 4C*. 
Welches ist die singulare Lösung der ersteren? 

Lös. 3) y = ^^^- 

Die Gleichung 2) stellt für jeden besonderen Werth der Con- 
stanten C eine Tangente der Parabel 3) dar. 

80) Aufg. Gegeben die Gleichung einer Schaar von geraden 

X ti 

Linien 77 -\ ^— tv = 1 , wo C einen variablen Parameter be- 

G m — C 
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deutet. Man bestimme die zugehörige Diflferentialgleichung und deren 
singulare Lösung. 

Lös. Differentialgleichung: (1 — p)(i>ic — y^ = mp; 

singulare Lösung: ( V^ + Vy )* = w. 

81) Aufg. Es ist gegeben die Gleichung einer Schaar von 
Parabeln y* — 2ax — d^; 

es wird die zugehörige Differentialgleichung und deren singulare 
Lösung gesucht. 

Lös. Differentialgleichung : y'^p^ — 2^yp -H y* ■« 0, 
singulare Lösung: y «- zba?. 

Sämmtliche Parabeln der gegebenen Schaar werden von den 
beiden Geraden y ^ dtx berührt. 

82) Aufg. In dem Kreise X'-hy^ "= 1 zieht man parallel 
zur YAxe eine Schaar von Seimen und über denselben als Durch- 
messer Kreise. Die Gleichung der auf diese Weise entstehenden 
Kreisschaar lautet : 1 ) (x — a)* + y^ «* 1 — a*, 

wo a einen variablen Parameter bedeutet. Es soll die zugehörige 
Differentialgleichung und deren singulare Lösung gefunden werden. 

Lös. Differentialgleichung: 2) 2y*jp*4-2a;yp'-f-ic*+y' — 1 = 0, 
singulare Lösung: 3) ^ar^-l-y* — 1 »= 0. 

Es ist bemerkenswerth, dass nur diejenigen Kreise der Schaar 
die Enveloppe berühren, für welche a*< 1 — a^, d. h. a* < ^ ist. 

Der Grenzfall a =• -;=• liefert den osculirenden Kreis im Scheitel 

der Ellipse 3). Die Brennpunkte der Ellipse, nämlich die beiden 
Grenzpunkte y = 0, a? -= ± 1 sind ebenfalls als Kreise der Schaar, 
d.h. als particuläre Lösungen der Differentialgleichung 2) anzusehen. 

Als Bedingung , unter welcher sich für p gleiche Wurzeln er- 
geben, tritt auch y •= 0, d. h. die XAxe auf. Da y =« die Diffe- 
rentialgleichung 2) jedoch nicht befriedigt, so gehört diese Gerade 
nicht zur singulären Lösung. 



214 

83) Aufg. Zu welcher Curve gehört die Lemniscate 

(a?- 4- y'^y = a^ {x^ — y'^) als Fusspunktencurve für den Anfangs- 
punkt der Coordinaten als Pol? 

Lös. Die Gleichung der Tangente im Punkte (?, rj) der ge- 
suchten Curve lautet, wenn man die laufenden Coordinaten mit X, Y 

bezeichnet, Y — r^ ^ ^L (X — ?)l; das Perpendikel von auf diese 

ctg 

Tangente hat die Gleichung Y ^ — ;r ^* ^^^^^ beiden Geraden 

müssen durch den Punkt (x, y) der gegebenen Curve gehen; man 
hat daher zur Bestimmung der gesuchten Curve, wenn man noch 

^ = i> setzt, die Gleichungen 

1) y — 7 =i>(« — ^) 

2) y 1^ 

3) (a?2 + y^)-^ = a2(a;2 - y»). 

Durch Elimination der Grössen r», y aus diesen Gleichungen 
gelangt man zu der Differentialgleichung 

{-n-p-^Y - a^p' — l). 

Das allgemeine Integral der letzteren ist i; «= C^ + ay/G'— 1; 
die singulare Lösung wird J* — i^* = «^ 

Die verlangte Curve ist demnach eine gleichseitige Hyperbel, 
deren Tangenten durch die allgemeine Lösung gegeben werden. 

84) Aufg. Es soll die Basis der Fusspunktencurve 
(x^-^-y-y = a-a?2 -f- 6'«/^ für den Coordinatenanfangspunkt als Pol 
bestimmt werden. 

Lös. Bei Anwendung des in der vorhergehenden Nunmier 
angegebenen Verfahrens fincjet man die Differentialgleichung 

1) (i>? — ^)* = (i^p^ + &", deren allgemeine Lösung 

2) iy « C^ — yla^CP-^-b^ und deren singulare Lösung 
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Die verlangte Curve ist somit eine Ellipse, deren Tangenten 
durch die Gleichung 2) hestimmt sind. 

85) Aufg. Man sucht eine Curve von der Eigenschaft, dass 
das Trapez, welches gebildet wird durch die Tangente in irgend 
eioeni Punkte der Curve, die Perpendikel von zwei gegebenen 
Punkten A und B auf diese Tangente und die Gerade AB, einen 
Constanten Flächeninhalt — a* habe. (NouveUes Annales de Math. 
Bd. IV. pag.364.) 

Lös. Sei die Entfernung der gegebenen Punkte AB = 2c. 
Wird die Gerade AB zur XAxe und die Mitte von AB zum An- 
fangspunkt eines rechtwinkligen Coordinatensystems gewählt, so 
lautet die Gleichung der Tangente im Punkte (a;, y) der Curve 
^ — y ^i>(? — x)y wo ^,17 die laufenden Coordinaten bedeuten 

und jp = , ist. Für die Längen der Perpendikel von den Punk- 
ten A{ — c, 0), jB(-|-c, 0) auf diese Tangente findet man beziehungs- 
weise - — , — ' und - — , — ' Hiernach wird derFlächen- 

^C (.tl ■■"" t)cc\ 

inhalt des in der Aufgabe genannten Trapezes — ^ — ^^, und man 

hat daher die Differentialgleichung 

2c( y—px) _ 

Das allgemeine Integral derselben ist y = ßi; + ^ (1 + C^) ; als 

öt* c 

singulare Lösung ergibt sich y — «- = — 9~1^** 

86) Aufg. Es ist gegeben eine feste Gerade, auf derselben 
ein Punkt B und überdiess ein ausserhalb der Geraden liegender 
fester Punkt A. Es soll eine Curve gefunden werden von der Be- 
schaffenheit, dass, wenn man in einem beliebigen Punkte derselben 
eine Tangente und durch A eine Parallele zu dieser Tangente zieht, 
diese beiden Geraden zwei von B aus gezählte Abschnitte m und n 
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auf der festen Geraden bestimmen, welche der Relation w^in* = c- 
genügen. (Nouvelles Annales de Math,, Bd. XIX, pag. 154.) 

Lös. Macht man die Gerade AB zur XAxe, die gegebene 
Gerade zur YAxe eines schiefwinkligen Coordinatensystems und ist 
AB = a, so lautet die Gleichung der Tangente im Punkte {x ,y) 
der gesuchten Curve t] — y = jp(| — x) und die Gleichung der durch 
A gehenden Parallelen rj = p(§ — a;. Hiemach wird m= y — jmc, 
w *= — op, und man hat daher die Differentialgleichung 

(y — pxy dt a^p*' = C-. 

Das allgemeine Integral derselben ist y = CxztyJc'^^a'C'^j 

t/" x^ 

die singulare Lösung wird ^=F ^ "^ ^- ^^ verlangte Curve ist 

demnach eine auf conjugirte Durchmesser bezogene Hyperbel oder 
Ellipse, je nachdem in der Beziehung m^dtn'^ = c* das obere 
oder das untere Zeichen berücksichtigt wird. 

7) Differentialgleichungen höheren Grades. Vor- 
bemerkung. Als hierhergehörig können auch sämmtliche unter 
der Ueberschrift „Singulare Lösung" aufgeführten Beispiele be- 
trachtet werden. 

87) i?» — 7jp + 6 - 0. 

Lös. Es ist i?3-7i)-l-6 « (p— l)(jp — 2)(p-l-3). Dem- 
nach zerfällt die gegebene Differentialgleichung in die drei folgenden : 

i> — 1-0, p — 2^0, p + 3«0, 
deren Integrale y «- x+ Q, y = 2a;+ C^, y ^ — 3x-\rC^ 
sind. Das allgemeine Integral der vorgelegten Differentialgleichung 
wird demnach, indem man sämmtliche Integrationsconstanten ein- 
ander gleichsetzt 

(y — X'-C)(y-'2x-'C)(y'{'3x — C) - 0. 
Geometrisch wird dasselbe dargestellt durch drei Schaaren von 
parallelen Geraden. 

^^ , 2^/3^—1 v3 ^ 

88) p^-{--^ P~\ = ^5 

Lös. {y-'ix-'C)(y-hxyj3 -C) ^ 0. 
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a 



89) D» - ^ 
Lös. 1) Methode: 1? =ibt/ —, y = it/t/ -^ da: + C = 

2) Methode: x ^ -^^ dy ^ pdx « ^pdp = — "s^-P» 

y -« + +C. 

Eliminirt man aus den beiden für x und y gefundenen Werthen 

die Grösse py so folgt wie oben y = ± 2 yjax + C, 

90) a; = 1 +JP». 

Lös. 1) Methode: p ^ (x - 1)* y ~ C -=- |(a;_ l)* 
2) Methode : a; — 1 +i?^ dy = jpda; «= Sp^^^p^ y =« |^4 _^ (7^ 

y-C== |(a;-l)*. 

91) a; « a + li)*; Lös. y—C^(x — ay. 

Die allgemeine Lösung stellt eine Schaar von semicubischen 
Parabeln dar, deren Axen der XAxe parallel sind und deren 
Spitzen auf der Geraden x ^ a liegen. 

92) X =» p+p'^'{-p^\ 

93) y -=jp» + 2i)»; 

' I y = p* + 2^*. 

94) y = op"* + fti>' + cp* ; 

I y = «p* + fep» + cp*, 
• I a; - = 2ap + §6p* + |cp«. 

95) y-TT^- 

_2a 

^ 1+JP^' 

a;— .(7= — 2al r~7-5 + arctang jpj • 

14* 
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!y = a(l — cosflp) 
x-C,^a(9 -Bing,). 
2) Macht man in der gegebenen Gleichung p « tang a, so folgt 

y •= 2aco8*a « a(l+co8 2a), dx « 7 — — — — 4aco8*ada = 
^ \ /' tanga 

« — 2a(l + cos 2a) da, a; — C — — 2a (a + ^ sin 2a). 
Substituirt man noch 2a — tt — 5p, so ergibt sich 

y « a(l — cos9>), 
a; — Ci -« a (5P — sin y). 

a; — G ^ a arccos ^ — V2ay — y*. 

Die allgemeine Lösung stellt eine Schaar von Cycloiden dar, 

deren Spitzen sich auf der XAxe befinden. 

2a 

96) Aufg. Die Parabel r — z rollt auf der XAxe. 

^ ^ 1 + cos 5P 

Welche Curve beschreibt ihr Brennpunkt bei dieser Bewegung ? 

Lös. Bezeichnet d- den Winkel, den die Tangente in irgend 

einem Punkte der Parabel mit dem Leitstrahl einschliesst und sind 

a;^ y die rechtwinkligen Goordinaten des entsprechenden Punktes 

der gesuchten Curve, so findet man y — rsin^, 2>*"^== cotg &. 
Nun ist sin^ — ^^ «= — = cos4a>, cotg^-= tangiy, 

- , ,. V X . « 2a cos Ä</) 2aco8 49' 
folghch p «= tang Xy, y ^ r cos ^y = rr- ^ « 5 ™ ^ 

o x- Js> ly^j j i^ 1+COSy 2C0S^|9) 

COS iy ^ -IT 

Man hat daher die DijBferentialgleichung y ^ a^l +j?*. 
Als allgemeines Litegral derselben ergibt sich 



«'(f^V^'-')°^«">iV^- 



X—X q 

0? — a^o =- an^ + V -^ — 1| Oder 1) ^+1/ ^ — 1 -^^ " 
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femer ist 2) " . ' — i^— »/^— l«e «~ 






addirt man die Gleichungen 1) and 2), so kommt 

X — Tq X — Xq 

y — Ja[e « -he ^]. 
Die gesuchte Curve ist demnach eine Kettenlinie. Zur Be- 
stimmung der Constanten x^ dient die Bemerkung, dass för o; » 0, 

y =- 2a werden soll. Hiemach wird — oa^ « aZ(2 + ^3 )• 

97) 1) y — icp* 4-jp^ sin jj. 

Lös. Durch Differentiation folgt 

2?cfcc = jp*(ir + ^pxäp + 2j9 sin|?rfp -It/)* cospdjj. 

Der Factor i? darf weggehoben werden , da ^ «= der gege- 
benen Differentialgleichung zufolge nur die XAxe ergäbe. Es bleibt 
daher dx -= 'päx '\-2xdp+2 sinp dp + p cos^d^ oder 

( 1 — p) -^ 2x «* 2 smp -H p cosp. 

Diese Differentialgleichung ist in Bezug auf die Function x 
linear. Ihr allgemeines Integral lautet 

^v — cos ü + ü sin ü — ü* sin « + G 

Die beiden zusammengehörigen Gleichungen 1) und 2) sind 
als das allgemeine Integral der vorgelegten Differentialgleichung 
anzusehen. 



98) y^ agp* + ap^ + 6^* + cp^; 

ly « xp^'{-ap^ + bp*-\-cp^y 
Lös. < l_r^^3 , . 4&-3a ,. 5c-4b , ,, 

99) y,-=*px — ijp*. 

Lös. eiy = jjda; ^ pdx-\-xdp — pdp oder {x— p)dp — 0. 
Dieser Gleichung kann dadurch genügt werden, dass man 
dp — oder aber x — p -= setzt. 
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Die Annahme dp ^ ergibt p '= C und der gegebenen Glei- 
chung zufolge 1) y = ß» — ^C 

» 

Die Gleichung x — ^ = liefert 2) y = {x^. 

Da die beiden Gleichungen 1) und 2) der gegebenen DifiFe- 
rentialgleichung genügen, die Gleichung 2) jedoch keine willkürliche 
Constante enthält . und auch nicht durch Specialisirung der Con- 
stanten aus der Gleichung 1) hervorgegangen ist, so stellt die 
Gleichung 1) die allgemeine und die Gleichung 2) die singulare 
Lösung der gegebenen Differentialgleichung dar. Geometrisch re- 
präsentirt das allgemeine Integral die Gesammtheit der Tangenten 
der singulären Lösung. (Vergl. Aufg. 79).) 

100) y ^ px-^^p- \p'^. 

Lös. Allgemeine Lösung: y »= Gx + C — JC^ 
singulare Lösung: y ^ (x -{- l)"^. 

101) yp^ — 2xp'{'y « 0. 

Lös. 1) Aus der Differentialgleichung folgt 

% - £±>/|HZ oder ydy - {x±^^^^)dx. 

Diese Differentialgleichung ist homogen und kann daher auf 

bekannte Weise integrirt werden. 

2) Löst man die gegebene Differentialgleichung nach y auf, 

. , 2px , 2xdp dx dp 

so wn:d y = t-, -ö, pdx «= — v . 9> ^ ct ^ "~7?~.~t; etc. 

2 1 

Das allgemeine Integral ist y'^ ^ ^ ^ — -^2 ^^^ ^^ singu- 
lare Lösung y = dzx. Die erstere stellt eine. Schaar von Parabeln 
dar, welche sämmtlich von den beiden Geraden y ^ zt x berührt 
werden. 

102) 2xy(x'-\'2y^)p - (a;V + 2a;* + 3y*) « 0. 

Lös. Mittelst der Substitution y = az findet man als allge- 
meines Integral dieser homogenen Differentialgleichung vierten 
Grades {y- — x^) {f- + 2x^) « Cx^. 
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103) Aufg. Man bestinmie eine Curve, für welche der Ab- 
stand des Goordinatenanfangspunktes von irgend einer Tangente 
derselben a) gleich der ersten Potenz, ß) gleich dem Quadrat, 
y) gleich dem Cubus des Leitstrahles sei, der nach dem Berührungs- 
punkt geführt wird. 

Lös. a) Der Abstand des Goordinatenanfangspunktes von 

einer Tangente der gesuchten Gurve ist gegeben durch den Aus- 

ti ■ ccf) dti 

druck .— — - , wo ^ « -, - • Sonach besteht die DiflFerentialgleichung 

, - = ylx* 4- y^. Führt man Polarcoordinaten a? = r cos y, 

y =^ rsm(f ein, so geht dieselbe über in die folgende 

_ -_^^5U- = r oder - rd<p - yif^d<p^+W^ 
y/r'^dg)^ + dr^ 

(rdq))"^ = (rdtp)^ + dr^ = 0, dr = 0, woraus sich ergibt r ^ C. 

Diese Gleichung stellt eine Schaar von Kreisen dar, deren 

gemeinsamer Mittelpunkt der Goordinatenanfangspunkt ist. 

ß) Differentialgleichung: — r^d(f = r^yjr^dcp'^^dr'^ oder 

Vl + r* 
allgemeines Lategral derselben: y — yo""arcsinr oder r=sin(y — y©)- 

Es ist diess die Gleichung einer Schaar von Kreisen vom Ra- 
dius i, welche sämmtlich durch den Pol gehen und von dem Kreise 
r = 1 berührt werden. (Vergl. Aufg. 78).) 

y) Differentialgleichung: — r^dy == r^4'^'d(p^-\-dr^ oder 

rdr = Vi — r^d(f\ 
aUgemeines Integral: (p — T'o = 4 aresin (r^) oder r^ =» sin2(y — ^o)* 

Als Lösung der gestellten Aufgabe ergibt sich somit in diesem 
Falle «ine Schaar von Lemniscaten, deren Axen die Länge 2 haben 
und um den Winkel 45^ 4- tp^ gegen die X Axe gedreht sind. 

104) Aufg. Es soll eine Curve gefunden werden, deren von 
ä; = a bis x -= x gerechnete Fläche F zur entsprechenden Bogen- 
länge $ in einem constanten Verhältnisse m steht. 
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Lös. Da jP = fydx, s = j^^-S-p^dx, so wird 

Ja Ja 

/ydx = m j yji+p^ dx. Hieraus folgt durch Differentiation 

Als allgemeines Integral dieser Differentialgleichung ergibt 
sich (Vergl. Aufg. 96)) 

x_±C xA-C 

y *= i»*[ß "* +e * ], 
und es ist daher die gesuchte Curve eine Kettenlinie, welche, da G 
unbestimmt bleibt, noch einer weiteren Bedingung unterworfen 
werden kann. 

105) Aufg. Für welche Curve ist die Bogenlänge gleich der 
nach dem Radius vector genommenen Ableitung des Ausdrucks, 
welcher den entsprechenden Polarsector derselben bestimmt? 



d r^ r^ I idr v^ 

Lös. Es ist ^ W r'^dtp =* / V \d~) +^*^y- Hieraus folgt 



/ / dy\* df 
durch Differentiation ^ = i/ ^* + (t~) ' T~ "^ ^' ^^^ durch In- 
tegration T — Const. 

Die verlangte Curve ist demnach ein Kreis. 

106) Aufg. Es soll die Evolvente der Astroide a;* + y* «= er 
in der Weise bestimmt werden, dass man dieselbe als orthogonale 
Trajectorie der Tangenten der gegebenen Curve betrachtet. 

Lös. Bezeichnet man die Coordinaten eines beliebigen Punk- 
tes der gegebenen Curve mit ?, ?;, diejenigen des entsprechenden 

Punktes der Evolvente mit x^ y und wird noch ? ^ p gesetzt, so 

bestehen die Beziehungen 

«) y "" ^ ■= j/ (^ — b)> (Bedingung, dass die Tangente im Punkte 

(f, ri) der gegebenen Curve den Punkt (x^ y) der Evolvente enthidt^) 
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ß) -^ -=• , (Bedingung, dass die Tangente der gegebenen 

Curve Normale der Evolvente sei), y) 1* + 1? -- a*. 

Eliminirt man aus diesen drei Gleichungen die Grössen ^, tj, 
so gelangt man zu der Differentialgleichung 

Durch Differentiation ergibt sich pdy+ydp -hdx ^ ^ 



oder da dte — — 

2) JviT^ + yTr^dp «^* 



Das allgemeine Integral dieser linearen Differentialgleichung 

lautet : 3) y « . \G — ktt'^ — 5\ h 

Vl+JP'*- 2(l-hjp*)J' 

und die Gleichung 1) liefert 

>/l+i>^*- 2(l-f-i>*)J 

Durch die zusammengehörigen Gleichungen 3) und 4) ist eine 
Schaar von Evolventen bestimmt. 

Setzt man jp — tang y und beispielsweise (7 « |a, so folgt 
a? — |a sin y [sin*^ 4- 3 cos^y], 
y -= {a cos 9) [cos*<p + 3 sin^y]. 
Vergleicht man diese Werthe mit den auf S. 199, Bd. I. bei 
Bestinunung der Evolute der Astroide gefundenen , so erkennt man, 
dass diese speoielle Evolvente der gegebenen Curve wieder eine 
Astroide ist und zwar eine solche, bei welcher der Radius des 
festen Kreises ja und somit der des rollenden Kreises \a ist. Man 
kann daher leicht zu den Formeln gelangen 

X « 4^ cos'^, Y ^ ^a sin'i//. 
107) Aufg. Man bestimme auf dieselbe Weise, wie in der 
vorhergehenden Aufgabe, die Evolvente des Kreises 

§ « r cos y, j^ = r sin y . 
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Lös. Differentialgleichung: 1) x-^-yp « r^l-f-J?*, 

p — arctg » + C 

allgemeines Integral derselben: 2) < ^ r 

\x^ r ^+i^aTctgi? - pC 

Setzt man noch p -= tang^p, so wird 

j X «= r(cos y4-9>siny — (7 sin y), 
\y — r (sin q> — y cos y + Ccos 9)). 

Für C « ergibt sich die Bd I, S. 207 untersuchte, specielle 
Kreisevolvente. 

Der Krümmungsradius q der Evolvente 3) wird q ^ r{g>'—C\ 
Welche allgemeine Eigenschaft der Evolventen einer gegebenen 
Curve findet hierdurch für den vorliegenden Fall ihre Bestätigung? 

108) Aufg. Man finde eine Curve, für welche der Abstand 
des Nullpunktes von irgend einer Tangente derselben der Abscißse 
des Berührungspunktes proportional ist. 

Lös. Differentialgleichung: p=±. = ax; 

vl+i>* 

C 

allgemeines Integral: i Vl+i^^Vp + Vl+P^' 

y I o, — ■ ■ . • 

C 



X 



In dem speciellen Falle a«=l ergibt sich { P KP S ^ ) 

G 

oder, indem man p = cotg tp setzt 

X — C = C cos y 

^. oder y« + (a; — C)» « C*. 

Es ist diess die Gleichung einer Schaar von Kreisen, welche 
sämmtlich durch den Nullpunkt gehen und deren Mittelpunkte 
auf der XAxe liegen. Der Coordinatenanfangspunkt ist ebenfalls 
als ein Kreis der Schaar anzusehen. 
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109) y — , - — f\x-\- -j=^=- I, wo f eine beliebig gege- 

bene Function bedeutet. 

Lös. Setzt man 1) y—j^^-^ ^ C, 2) flx + -r^ -) -^ C„ 

Vl-f-jp* \ vl+i>^ 

so findet man durch Differentiation, dass die beiden Gleichungen 
zu der nämlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung 

3) ll/ l+(j ) I ■*";7 1 '^^ führen. Sonach können dieselben als 

erste Integrale der Differentialgleichung 3) angesehen werden. Um 
das allgemeine Integral der vorgelegten Differentialgleichung zu er- 
halten, hat man nur aus den Gleichungen 1) und 2) die Grösse p 

zu eliminiren. Die Gleichung 2) liefert ftx-h ._ I *= Ci oder 

\ ^i-hp^' 

X -f- , «= Cm. und hieraus p « , ^-^ ==:— • Substituirt 

man diesen Werth in die Gleichung 1) , so kommt 

y - Vi — (Ci-^o;)* « C. Nun ist zufolge der gegebenen Differen- 
tialgleichung C« /"(C*); daher ergibt sich schliesslich 

[y-AC,)?+(C,-a:)« - 1. 

110) Aufg. Man bestimme nach der in der vorhergehenden 
Nummer angegebenen Methode das allgemeine Integral der Difi'e- 

rentialgleichung y Vi +JP* "^ f{x +i>y)> 

wo f eine beliebig gegebene Function bedeutet. 
Lös. y^ -{- {C, - xy ^ lf(C^)-]\ 

111) Äxyp^ -h (pc^ — Äy^ — B)p^xy = 0. 

Lös. Durch die Substitutionen x'^ ^ §, y* = »/, —^ ^ p\ 
_ ^^ 

i^ = jp.' t/ — geht die gegebene Differentialgleichung über in die 

folgende 

Br/ 
A^p'^ + {^-Ar)^B)p' -ri ^ oderi?« ?i>'-j-p^^,. 

So huck«*» A.afgab«n9ainiBla]Lg. U. 1^ 



86 Gleichung, 80 folgt ^[S— ä^^^ffi\~ "■ 
lUng zerfällt iu die beiden anderen 



■»""^«-(TM??-''- 



■j-, die letztere die singulare Lösung 



ie hier gegebene Differentialgleichuiig wird man 
g der KrümmungHlinien einer Flache zweiter 
un gefohlt. 

grirenden Factor, 
begeben ist die UiÖerentialgleichung' 
vo M und N beliebige FunctioDen von x und y 
reichen Bedingungen ezistirt für dieselbe ein 
, der eine Function er) nur von x, ß) nur von y, 
von xy ist? 

y(a;) ein integrirender Factor, der nur von x 
p{x)Mda: ■{- ^(x)Ndy ein vollständigee Differential, 
edrige Differentialausdruck genügt der Integra- 

V ""^^ ^^^^ -äy- - ■^-£- + »<*> ö^ • 
Berechnung der Function ^ die Gleichung 

i^ix) dy dx , 

ag kann offenbar nur dann bestehen, d. h. ea ist 
integrirender Factor der gegebenen Differential- 
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BM_8N 
gleichung, wenn der Ausdruck -— — =^^ — blos von der Variablen 

X abhängig ist. 

ß) Anf ähnliche Weise, wie im vorhergehenden Falle, gelangt 

man zu der Gleichung -^^ — jjt — — dy. Es kann daher <f>iy) 

nur unter der Bedingung ein integrirender Factor der gegebenen 

dN_dM 

Sic Öfi 

Differentialgleichung sein, dass der Ausdruck — -jr^ — - blos von y 

abhängt. 

dN dM 

y) -n ^ muss eine Function nur von (a:*4-«*) sein. 

' Mx — Ny 

SN_9M 

g) ,_ J;. muss allein von dem Product xy abhängig sein. 

' MX — Ny 

113) Aufg. Man zeige die Richtigkeit des Satzes: Der 

Ausdruck -^^ — ^^ ist ein integrirender Factor der Differential- 
Mx-^-Ny 

gleichung Mdx-^- Ndy ^ 0, wenn entweder Mx — Ny identisch 
verschwindet oder M und N homogene Functionen von x und y 

sind ; ebenso ist der Ausdruck ' ^ y^ ein integrirender Factor 

der genannten Differentialgleichijng, wenn entweder Mx + Ny iden- 

Mx 
• tisch verschwindet, oder -^ eine Function von dem Product xy ist. 

iVy 

AnL Man hat identisch 
Mdx + Näy - i(ilfo+JVV)(^+^)+4(J!fo-JVy)(^-|?) od«r 

Mdx + Ndtf - \(m+Nif)dKxif) + ^{Mx-Ny)dl^- 

V 



228 

: Mx — Äy = vorausgesetzt 
\dlipty) ein Tollständiges Differential und da- 

igrirender Factor der Differentialgleichnng 

lenso einfach lässt sich die Richtigkeit der 
tze ausgesprochenen Behauptungen darthun. 
iiQg möge auch durch Differentiation bewiesen 
den im Satze angegehenen Bedingungen die 

und -jii-^--„ ■ der Integrabilitätsbedingung 

in weiss, dass für die lineare Differentiaiglei- 
wo P und Q Functionen von x bezeichnen, 

er Factor ist. Es soll ein integrirender Factor 
icQiung 



dy 



'^ £, so geht die Differeittialgleichniig 



in die folgende , — (n — 1)P« — — (n — 1)^. 



r Factor dieser Unearen Differentialgleichung 
• entsprechende integrirende Factor der gege- 

hung wird demnach 

r 

«geben sind die Differentialgldchungen 
i)dx+(x + x')dy = 0. 
2x)dx + 2y^ — 0, 
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Man integrire dieselben mit Hülfe von integrirenden Factoren, 
die nur von x abhängen. 

Lös. a) Integrirender Factor: ^ ^ ; 

allgemeines Integral: aiy + arctga; •« C. 
ß) Integrirender Factor: e^; 

allgemeines Integral: {x^-\-y^)e^ =« C. 

116) Aufg. Man bestimme die allgemeine Lösung folgender 
Differentialgleichungen mit Hülfe von integrirenden Factoren, die 
Functionen nur von y sind. 

a) ydx — {y-hx)dy -= 0, 

ß) 2xyäxf(y^ — Zx^)dy « 0, 

y) y^{x — y)dx-^{l—y*x)dy = 0. 

1 X 
Lös. a) Integrir. Factor: -,; allgem. Lösung ly — C. 

ß) Integrir. Factor: —.; allgem. Lösung o;* — y* — Cy*. 

y\ 

Y) Integrir. Factor: -«; allgem. Lös. ja;*— a?y «= C 

y y 

117) Aufg. Es soll geprüft werden, ob die Differentialglei- 
chung {\-{-y^-)dx-^{\ + x^)dy « 

integrirende Factoren besitzt, die entweder nur von {x-\-y) oder nur 
von xy abhängen. 

Lös. Integrirende Factoren: 7 — - — vi» 71 ^* ^^ ^^^ 

Quotient dieser beiden Factoren nicht constant ist, so liefert er, 
gleich einer Constanten gesetzt, die allgemeine Lösung der gege- 
benen Differentialgleichung: 

(l^)i _ c oder ^-^ = (7.. 

118) Aufg. Man integrire die Differentialgleichung 

iy 4- xy^)dx -h (a? — x'^y)dy =- 
mittelst eines integrirenden Factors, der eine Function von xy ist. 



1 X 1 

ender Factor: -, ,; aJlgem. Lösung l ~r-~('- 

>ie Differeiitialgleichuiigen 
X — (x — if)dy — 0, 
y' — cx}dx + {b V**+!r' — cy)äy •= 
e Fa«toren, die von ix'' + ff^) labhangen. Man 
nnd integrire mit deren Hülfe die gegebeneu 



x' + jf^' 
emeines Integral : l V»' + y* + arctg — — C 

irirender Factor: ■, ; 

jmeines Integral: ax + hy — Cfjx^ + y^ — C 
Es sollen die homogenen DifferentitUgleichaugen 

- + « cos — Idr — acos — d« — 0, 
xf X 

xf/ + x*}dy — 0, 

dx+(x + 4y)d!f — 

Tirenden Factoren integrirt werden. 

jirender Factor : ; 

ar'sin^ 

X 

meine Lösung: x* — Csin — ■ 

pirender Factor: — j-; 

_ JL 
emeing Lösung : y -^ Oe " . , 

ärirmder Factor: g-r^,: 

Losung: l^3x^+4y'^-i — = arctg —t=. — C. 
2y3 x^^ 



231 

121) Aufg. Mao bestimme integrirende Factoren 
rentialgleichangen 

a) ix^y^ + xy)ydx-\-{x^^ — \)xdy— 0, 

und iutegrire mit Hülfe derselben. 

1 
Ny 

daher ein integrirender Fs 



Mx — Ny 2x*y* + x*y' — xy 
allgemeine Integral wird ly — xy-t-C. 



W Integrirender Factor: j^^—^ - - ^^^; 



122) Aufg. Es soll für die beiden Seiten der Di 
gleichung ayäx + hxdy — af}^{a'ydx + b'xdy) 

ein gemeinBohaftlicher integrirender Factor bestimmt und 
Weise ein integrirender Factor der vorgelegten Differentia 
erhalten werden. 

Lös. Ein integrirender Factor yoq aydx-i-hxdy -'O 



liehe integrirende Factoren von aydx + bxdy -= enthalt 
Form f^^' . , uro y eine beliebige Function bedeutet, 
löge Weise findet man, dass die tntegrirenden Factor 
afyia'ydx + h'xdy) = von der F'orm V+i ^Ji ^"^^• 

^-^ " I^J «■1«'^ a^jry(«y) - Vi^r) sein, g 
^(x^) = (ar^y*)" und i(/{x''i^) = (a^V)'', so muss dem 



sein. Zur Bestimmung der Constanten /i und v ergeben sich die 
Gleichungen a^-f-w — av, 

, an — Vm ^tw ~ 6m ^ . . .. , ^ 

aus denen fi «= ,/ ,j - , y = xt-^^^j^ lolgt. Der verlangte 

integrirende Factor lautet hiemach ^*v^m-\^'v-n-\^ 
Beispiel, ydx — ^*xdy «= x^jf^(^ydjß — ^^xdy), 
Integrirender Factor: xy~"^\ 

allgememes Integral: {x'^y » »= |a?*y » + C>. 

123) Aufg. Man beweise, dass für die singulare Lösung der 
integrirende Factor unendlich gross wird und bestätige diesen Satz 
an einigen unter der Ueberschrift „singulare Lösung" aufgeführten 
Beispielen. 

« 

b. Bifferentialgrleichungren höherer Ordnung. 

1) Differentialgleichungen von der Form ^^fxi 
.X dj^ a 



Lös. y = — ^2ax —^ x^ -i- Cx -^ CL. 

2) ^ = xsmx; 

Lös. y ^ xcosx — 3 sin x -|- Gr* + CiX + C^. 

Lös. y =* cosic-i-^rc^-i- Gr4- C,, 

Lös. y •= e'^ix'— I2x'^+G(ix— 1201]+ Cx>+C,x*+C^x +G, 
2) Differentialgleichungen von der Form 



.laiy a'-'y \ „ 






iti 



^)(^?y-^^^+^-ö- 



dx^ / dx 



Lös. 1) Mittelst Auttosung nach -^K- Setzt man -,^ « «, 

^^ '^^ ä '^ ^^~^' ^ ~ ^"^ " fj^irQ " W5i> — 6; 
hieraus folgt p -^ ^(x a;©)' + f , y =* ^^^ (a?— iPo)* 4- f a: + T. 

2) Mittelst Auflösung nach , - • Wird wieder -j- ^ p und 

überdiess T~ -« g gesetzt, so ergibt sich jp « Jö'^ 4j^, -« "= tÖ';5^' 

3 

4? 



«— io = i^2+^:3, 



y-y. = i?+l^„ wo 2=^^^ 

7) Aufg. Eine Curve zu finden, deren Krünunungsradien die 
constante Länge r haben. 

Lös. Diflferentialgleichung: ~ -^ = r oder 

Ax'' 

lVWr==... Hierauf folgt , « ^ =^ t^^^^ d. = .-=t^^ 

Setzt man « = tang er, d» =« — =- , so wird dx = r cos a*da, 

X — Xq ^ r sin er, dy = pdx == r tang a cos «da = r sin adof, 

y — y^ •" — rcosa und (x — iPo)* + (y — yo)* -= ^*- 
Die gesuchte Curve ist somit ein Kreis. 

8) Aufg. Es. soll eine Curve gefunden werden, für welche in 

jedem Punkte derselben der Krümmungsradius q dem Winkel er 

15* 
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proportional ist, den die entsprechende Tangente mit der XAxe 
einschliesst. 

L ö s. Die Beziehung q «= ra, wo r eine constante Länge be- 

zeichnet, führt zu der Differentialgleichung - — ^— ^ « rarctgj). 
Löst man dieselbe nach q auf, so folgt 

^ ' cfa; rarctgi)' [Vl+P^f ' 

indem man p «= tang a setzt, 

dx '^ ra cos a ^<x, x — x^ ^ r{a sin a 4- cos a), 
dy = pdx- =» r tang a . a cos ada = ra sin ada, 
y — y© *= ^ (sin a — a cos a). 

Die verlangte Curve ist demnach eine Kreisevolvente. 

9) Aufg. Zwei Curven stehen in der Beziehung zu einander, 
dass die Ordinate eines beliebigen Punktes der ersteren genau die 
Länge des Krümmungsradius in demjenigen Punkte der zweiten 
liefert, der dieselbe Abscisse a; besitzt und die von x = Xq bis 
x = x gerechnete Fläche der ersteren gleich der zwischen denselben 
Abscissen gemessenen Bogenlänge der letzteren ist. Man finde die 
Gleichungen der beiden Curven. 

Lös. Bezeichnet man die Coordinaten eines beliebigen Punk- 
tes der zweiten Curve mit x, y, die Coordinaten des entsprechenden 

dfi d'^^ 

Punktes der ersten Curve mit x, tj und ist -p =i>, j^ = Ö'» so 

besteht die Gleichung 1)' f' ^^^'^^^ dx -^ f"" rjdx ^ f'^^jTTpdx, 

woraus durch Differentiation folgt 

2) bß±P3 « ylTTjp^ oder i +i?* « q. 

Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung ergibt für 
die Gleichung der zweiten Curve y — yo ■= — lco8(x — C). Dem- 

1 



nach lautet die Gleichung der ersten Curve t^ 



cos (X — C) 
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Hierbei ist zufolge der Gleichung 1) C ^ Xq zu setzen, wahrend y© 
beliebig angenommen werden kann. 

10) ^ ■* ~ii* ^^®' y — yo ■" «^ " • (Logarithm. Linia) 

11) a^ ^« 1. * 

Lös. y — yo ""il/ ~ V(^ — ^o)*- (Neil'sche Parabel.) 

J2) Au fg. Eine Curve zu finden, liir welche in jedßm Punkte 
derselben die Ordinate sich zur Normale verhält, wie der Krüm- 
mungsradius zu einer Linie von der gegebenen Länge a. 

Lös. Da N^ yyJlTp^^ Q « 1^x1^^, so hat man die 
Differentialgleichung 

Wird zum Zwecke der Integration p — tang a gesetzt, so fiolgt 
dx « acos'adfa, also x — rco "" a(4 a -f- 1 sin 2 a), 
dy » pdx — atanga cos'aäa » a sin a cos a dccy 
y — yo =- — ^a(l-hcos2a). 

Für 2a ^ ^ + n gehen die gefundenen Gleichungen über in 
IX — Xq — \an -« \a{(p — sin y), 
♦ y — y© ^ — i a(l — cos <p). 
Sonach ist die verlangte Ciirve eine Cycloide, 



13) S = « V/ MfF- Lös. 2, = 2a t^^ + ü«-"^^+^' 

14) Au fg. Eine Curve hat die Eigenschaft, dass in jedem 
Punkte derselben der Krümmungsradius q zu dem Sinus desjenigen 
Winkels, den die entsprechende Tangente mit der Abscissenaxe ein- 
schliesst, sich verhält, wie 4r : 1. 

Die Curve geht durch den Coordinatenanfangspunkt, und die 
in diesem Punkte construirte Tangente ist gegen die Abscissenaxe 
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unter — 45® geneigt. Es soll die Curve für diese Angaben be- 
stimmt werden. 

T •. n LVn^l' . , dy _P_ , . 

Los. Da « ^- ^-' und smor « -^ = ^^ r, so bat 

q äs Vl+i> 

man die Proportion - — =^ : . . . •=« 4r : 1 oder die Diffe- 

rentialgleichung (1 4-^^)» «= 4rjp^, öte « (f^^L* 

Setzt man noch p «* tangor, wodurch d.r = 4rcos*atangada = 
= 4r sin a cos « da wird, so folgt durch Integration 

^ — a^o ^ - 2rcos*a, 
dy -» pdx -« 4r tang*« cos*« da «= 4 r sinket der, 
y — ^0 = 4r[^a — |sin2a]. 
Die Anfangsbedingung, wornach im Goordinatenanfangspunkt 
tanga = — 1, d. h. a = — \n werden soll, liefert — äTq = — r, 
— yo = 4r ( — i TT + 1) , woraus 

Daher wird a? =- — r cos 2a, 

y + r — ^r/r = r(2a — •8in2a) oder 
a; H- r == r(l — cos 2a), 
y-\-r — i r/r « r(2a — sin 2a). 
Hiernach ist die verlangte Curve eine gewöhnliche Cycloide, 
entstanden durch das Rollen eines Kreises vom Radius r längs der 
Geraden x =- — r. 

3) Differentialgleichungen von der Form 

ld;;y *-Vv 

d'y 1 



^^* V^y 



Lös 1) 2^^~^dÄ:= ^^ i^iy^r^H-^-j 

dxdx'^ ^ay' '<^«/ J Vay ^ 

^2^ _ / 4 y— . n ^^ dy 



-ylay-h (7, 



a/ —^lay-hC, dx = 



^ Y ^.'^^ . -, --- 4 — 



^-^V«y 



-4-C 
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X 



-^-ey/^^h'H'a-^l 



2) y = ^ Vay + C; y - *. (i>» - C)\ 

dx — ^ -p 4o(i»' — C)dp, a: — a-, — iS^Pd»* — 3C7). 
Ersetzt man in der letzten Gleichung die Grösse p durch 

ihren, Werth p ^ \j - ^^y-hC, so gelangt man zu dem nach der 
ersten Methode bereits gefundenen Resultate. 

cPfi 
Lös. Setzt man ^ == p, so verwandelt sich die gegebene Glei- 

chung in % ^ ■« -ji>. Das Integral dieser letzteren Differential- 

gleichung ist |) ■« ^ — ^a[C,e* + Cjö ■]. Durch weitere In- 
tegi-ation findet sich hieraus -^- = ^«'[C'ie** — (7,6 *] + Cj, 

y - {a*[Cte^ + C,c" "»^] + C,a; + C\. 

Lös. y •»» Csinafa: — o?©) oder mit Aenderung der Con- 
stanten y — C, cos öwc + Cj sin cw;. 

18) Aufg. Eine Curve genügt der Diflferentialgleichung 

und beiührt die XAxe (asymptotisch). Wie lautet die Gleichung 
derselben? 

Lös. yop^ *= 4. 



Lös. 0? — 



«i, - ^Cy^ + 2ay - - " l[y^G + ^ + 4Cy^ + 2ay \ 



2S8 

Wird vetlangt, dass für y-=«),i> = ^*==0 sei, so er- 
gibt sich C = 0. In diesem Falle wird die gefiindene Gleichung 
unbrauchbar. Es tritt an ihre Stelle die folgende 

y* = I yl2a {x — iCo) (Neil'sche Parabel). 

20) Auf g. Eine Curve hat die Eigenschaft, dass in jedem 
Punkte derselben der Krümmungsradius gleich dem «fachen Cubus 
der entsprechenden Normale ist. Es soll die Gleichung der Curve 
gefunden werden. 

Lös. Differentialgleichung: *-^ "^ ' «ay^^l+^*f oderg« — y 

Allgemeines Integral: aCy^ — aC* (x — x^^ = 1. 

Es ist diess die Gleichung eines Kegelschnittes mit Mittelpunkt. 

Wird die Bedingung gestellt, dass für y = oo, jp «- sei, 
so ergibt sich C «= 0. Da die Annahme (7 = in der gefundenen 
Formel auf einen Widerspruch führtj so muss dieser Fall besonders 

behandelt werden. ..Aus der Gleichung q « — | folgt durch Inte- 

gration jp^ «= ^ • (Const. «0), 

Soll daher die Lösung der gestellten Aufgabe eine reelle Curve 

orgeben, so muss a == — a negativ sein. Unter dieser Voraus- 

2 ' 
Setzung gelangt man zu der. Parabel y'^ ■== j= (x — Xq)* 

21) Aufg. Ein Punkt bewegt sich auf einer geraden Linie 

d^x 
nach dem Gesetz -=t^ «= — 8x-i^ 2x\ 

wo rdie Zeit und x d6n in der Zeit t zurückgelegten Weg be- 
deutet. Hierbei soll zur Zeit ^ = die Geschwindigkeit a) ■« 4, 
^) = ^ 7 j y) = 5 sein. Man discutire diese Bewegung in jedem 
der drei Fälle mit Hülfe der zugehörigen Geschwindigkeitscurven. 
Anl. Die einmalige Integration der vorgelegten Differential- 

gleichung liefert (57) "= — 8»;* + «;*+ C Setzt man yr ^ tf ^^^ 
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bestimmt die Constante C den gegebenen Anfangsbedingungen ge- 
mäss, so findet man als Gleichungen der Geschwindigkeitscurven 

a) y^4 ^x\ ß)y^ 4W-^W^^)^ y) V - Va^*-8a:«+25. 
Für die Zeit ^, welche zur Zuriicklegung des Weges x erfor- 
derlich ist, ergibt sich 

. . ..2-^x ^^ . t^ ix 

«)*-1^2=:i./»>*=/W(a;«-J)(.«-7-)' 

^ , V«* — 8»» + 25 
Diese sechs Gleichungen lassen die Bewegungen vollständig 

r 

erkennen; die Untersuchung wird jedoch durch die geometrische 
Darstellung der Geschwindigkeitscurven wesentlich erleichtert. 

4) Differentialgleichungen von der Form 
22)S-^^2^^' Lös. y«afo4-C, 



^)"+«')s^(l)'*'-»' 



; 

Lös. y«-^T7H r^^ ?tl + C5r)+ Cf 

24) Aufg. Man bestimme eine Curve, für welche der Krüm- 
mungsradius ^ in jedem Punkte derselben gegeben ist durch die 

Gleichung a) ^ « — a;*, /?) ß = [Vl+a;*]'. 

Lös. a) Differentialgleichung: '■ , « — rc*; 

allgememes Integral: y-^y,-^ y^======= . 

Wäre beispielsweise die Anfangsbedingung gestellt, dass für a; = ao, 

jp «• sei, so fände sich C «== 0, und man erhielte 

y — y^^ l(x^-^x^—l) oder a? « i[6'v - v«^ + e- ^»-»o)] (Kettenlinie), 
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ß) Differentialgleichung: ^^y ~ ^ fVl+^^1 ^^^r 

dp dx 



[Vi+p-T Ui^x^X 



Hieraus folgt p « 



X 



+ CVi + a^ 






Wird z. B. verlangt, dass für a? = 0, ^ «= sei, so wird 
C = und y — yo *= i^'« < Parabel). 

25) Aufg. Ein Punkt bewegt sich in einer Parallelen zur 
FAxe; ein anderer verfolgt ihn vom Coordinatenanfangspunkt aus. 
Welche Bahn beschreibt der verfolgende Punkt, wenn seine Ge- 
schwindigkeit nmal so gross ist, als diejenige des verfolgten Punk- 
tes und wenn beide Punkte ihre Bewegung in der Abscissenaxe 
beginnen ? (Verfolgungscurve.) 

Lös. Sei X a «= die Gleichung der gegebenen Parallelen 
zur FAxe. Wenn der verfolgte Punkt im Punkte (a, Y) ange- 
kommen ist, so möge sich der verfolgende f^unkt im Punkte (a;, y) 
seiner Bahn befinden. Bezeichnet man mit t die Zeit und mit s 
die Bogenlänge der Verfolgungscurve, sO besteht zwischen den Ge- 
schwindigkeiten , und -^ der beiden Punkte die Beziehung 

ds dY r^ 

-■ff ^ n ^ . , woraus folgt / ds -^ nY. Die Gleichung der Tan- 



gente im Punkte o?, y) der Verfolgungscurve lautet tj — y^p{^ — xy 
Da diese Tangente stets nach dem verfolgten Punkte Ca, Y) ge- 
richtet sein muss, so hat man die Bedingung Y — y ^ pia — x) 

1 r^ I '— 

oder indem man Y = - 1 ^l+p*dx einsetzt 
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1) — I^T+p'äx — y —p{a — x). I>urch Differei 

sich hieraus — Vl+i»* — P = -f-ia — x)-~p oder 

dx K (a — X) 
Integrirt man einmal, so wird 3) l{p + ^1 +p') -= 

Nun ist für a; — offenbar auch p — und dah 

Suhstituirt man diesen Werth von C in die Gleichung 

l\p + 'jl + ~p') - -l-^ oder 
M a — a; 

«--*[(„-^«r-(™r"]- 

Das Integral dieser Gleichung lautet: 



d"(«+l) 
Zur Bestimmung der Constanten yo l«nn die Bemei 
dass die gefundene Curve durch den Coordinatenanfanj 
musa. Man findet y^ — -^ — 

Selbstverständlich können sich die beiden Punkt« 
Geraden x -^ a treffen und zwar nur dann, wenn n '. 

Specialfälle. 1) « - 2; y — |a - (a--^) _^ 
3>fa 
2) « = 1, In diesem Falle wird die Gleichung 

bar. Die Gleichung 4) geht über in j) — ■ jf — ^^ ' 

Integral dieser letzteren Differentialgleichung ist 

^—»0 ^alia — x) + ^(a—x)', wo y, J 

3 b « c k •'■ AnfgibauuBmlims. 11 . 



242 ,-*" 



5) Differentialgleichungen von der Form 

'r(Z- ■■■%■>)-<>■ 

26) i+(g)Vyg - 0; Lös. (x-Xo)*+y* - G*. 

28) Aufg. Es soUen alle Curven gefunden werden, für wel- 
che in jedem Punkte derselben der Krümmungsradius nmal so 
gross ist, als die zugehörige Normale. 

Lös. Differentialgleichung: ' ,^ ^ = wy^l+jp* oder 

dx 

\y "CO- +!>*)% 
allgemeine Lösung : "! . J». _ , 

I a; — a\, -= «C /(l +i)' ) « dp. 

Specialfälle. 1) w -= 1: y = ^C[e ^ -H ^ ]. (Kettenlinie.) 

2) w •= 2: (x — a?o)* - AC{y—C). (Parabel.) 

3) w - — 1: (a?— iro)-+y* « C>. (Kreis.) 

C 

4) w « — 2:{ 

a? — a?o ^Iffp + ^^ctgi)]. 

Substituirt manjp ^ tanga, so folgt 

y =- Ccos^a — iC(l4-cos2a), 

X — a^o «= — (7(sin a cos a -h a) « — iC(sin 2a + 2a). 

Für 2a — — (^ + y) gehen diese Gleichungen über in 

y « {C(\ — cos </>), 
X— Xq — ^Cn « 4^(y — sin 9>). 
Die Curve ist somit eine gewöhnliche Cycloide. 
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29) Aufg. Man bestimme alle Curven, deren Krümmungs- 
radien nmal so gross als die entsprechenden Polarnormalen sind. 



W"0']' 



/ 



dw 
Q — ^ 



T-jf — i j* > 80 ^8»t man die Diflferentialgleicliung 



r*4- 






oder indem man j- -^ l? , ' 3—= — 3 -- setzt, 

Diese Gleichung ist homogen in Bezug auf r und p. Substi- 
tuirt man daher j? =* ^^5 so folgt — ■= ^ 5» -^ 



n — lz^-^-l 
und hieraus durch Integration 

fi 



r n 



N»«^ >«* ä^ - i* - '■^' als« '^9' - -. 7 - ^^in n:-? 

und g> — ^0 "^ r arctgjB?. 

^ w 1 

Die allgememe Lösung der vorliegenden Differentialgleichung 

wird somit dargestellt durch die beiden zusammengehörigen Glei- 



chungen { n 

V — Vfi "- ^jfi::^ arctg Ä 

oder durch die eine Gleichung r — - 



n-1 



[cos ^^qr>~To)?"* 

' Kürzer gelangt man auf folgende Weise zu demselben Resul- 
tate: Wählt man für den Krümmungsradius die Form 



p — 3- — 7-^ — -j- , WO ß, V und 9- in der gewöbDlichen Bedeu- 
tung genomraen sind, eo besteht die DifferentialgleichuDg 



= -. — s oder d^ = n(d<p + d3-). Hieraus 


folgt 


un mittel 


-.'-r"„- 


« . rdfp 








tang[-^(9'- 


».^l *- 


dv 






"']■ ' .a„g[i 


« 


» — 


;:^r_ 


. — w n 


iP — y«). •■- CCsini^ 


V- 


-n)]'-, 


t Äenderung der 


Constanten r 




c 





[co8'-^-^(y-yo').?"' 
lecialfälle. 1) » — 1. Als wahren Werth des Nenners, der 
• 1 die unbestimmte Form 1*^ annimmt, findet sich dieEin- 
aher wird die Gleichung der Curve r ^ C und somit die 
elbst ein Kreis. 
n 1; r*co8 2(9' — g>n) = C'. (Gleichseitige Hyperbel.) 

w = 2; r = , ^ ■■ (Parabel.) 

l + cos(9i — Vo) 

« — i; r — C cos {91 — tp^). {Kreis vom Radius 4C und 
en Pol gehend.) 

" =" i; r = Cijcos2{^ — Vo)- (Lenmiscate.) 

« = 1 ; r = 2C{1 + co8 (9> — ^o)]' (Cardioide.) 
) Anfg. Die Polargleichung aller Cnrven zu finden, bei 
lie Projection des Krümmungsradius auf den Leitstrabl sich 
tstrahl verhält, wie 1 : n + l. 
is. Differentialgleichung: ß8ind:r = l:»H-l oder nd^=d9; 

allgemeine Lösung: r" = Csmn((p — ^o)- 
■gl. die zweite in der vorigen Nummer angedeutete Lösung.) 

speciellen Curven ergeben die Werthe « — 1, — 2, +2 etc.? 
) Aufg. Es soll eine Curve gefunden werden, deren von 
bis « •= 3; gerechneter Flächeninhalt der »ite Tbeil Ton dem 
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Flächeninhalt des Dreieclts ist, das durch die Tanger 

(x, y), die Ordinate y und die Subtangente gehildet i 

Lös. Die in der Aufgabe erwähnte Eigensch 

langten Curve findet ihren Ausdruck in der Grleichun^ 

\) n I ydx = ä , aus welcher durch Differentiatif 



rty = 4 -j-^ oder 2) 2(n-l)^-- 

Als allgemeines Integral dieser letzteren Differc 

ergibt sich 3) y = Cix — Xo)^-K 

Die fiir y gefundene Function genügt der Gleich 

auch die Gleichung 1) befriedigt sei, muss a^ — a ae 

stante C bleibt unbestimmt. 

Specialfälle. 1) Der Fall m — ^ verlangt < 

fiehandlung. Die Gleichung 2) geht für m — J über 

llieratis folgt y = C,e^. Da sich jedoch mit Hülfe 
dass C| — sein muss , so reducirt sich die gefund 
auf y = 0; es liefert daher k ■= ^ keine Lösung 
Aufgabe. 

2) n — J; y — C{x — a)\ (Parabel.) 

31 n= J; y — C(x~a)^. (Neil'sche Parabel 

4) « = 1; y — Cix — a). (Gerade.) 

32) Au fg. Die gewöhnliche Pendelbewegung ist 

die Differentialgleichung 57»"= — ; ßin s:, 

wo X den in der Zeit t beschriebenen Centriwinkel (s 

Theilen des Halbmessers), g die Beschleunigung der i 

die Pendellänge bedeutet. Man discutire die Bewegui 

Anl. Die einmalige' Integration der vorgelegte 

ldx^-_2g ^ 
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jT ) ■* <^o^ — I siß* i '^- I^iß Gleichung der Geschwindig- 

keitscorre wird daher y "- 1/ t?©^ — y 8m*|a;. 

Die Zeit ^, in welcher das Pendel den Winkel z beschreibt, 
ist bestimmt durch das Integral 

dx 



t 



-f 



Die Bewegung wird eine wesentlich * andere ; je nachdem 
Vo* ^ -j , d. h. je nachdem die Anfangsgeschwindigkeit § 2 ^gl ist. 

6) Homogene Differentialgleichungen. 

Lös. Diese Differentialgleichung ist homogen in Bezug auf 

fud^ 

die Function y und deren Ableitungen. Setzt man daher y » 6 , 

^ — wy, ;y^ "" y T" "^ ^ y» ®^ 8®^* dieselbe über in eine Differen- 
tialgleichung erster Ordnung x^du =* (2 — x^u^) dx. 

Zur Integration dieser letzteren kann die Substitution xa ^ g 
dienen. Man erhält der Reihe nach 

dx dz _ Wr^-^J ^ 1 0±?x* 

a? ?^=T=^2' ^ "■ V z--2'^'^ dx'9 ^. x^—Chc' 






34)«,?U6/'^y^'- '^ 



dy 



Lös. Mittelst der in der vorhergehenden Nummer aag»- 



wandten Substitution gelangt man zu der Differentialgleichung 

a^ I — — (a + 6)«*. 



W«tdet man auf dieselbe das im Abschnitt a) A 
gegebene Verfahren an ood setzt noch zur Abkürzung 

J(x + 4c* + x'')' dx = X, 80 findet man M — —T — 

Die Berechnung von X ^ j{x+^c'+x'')'dx vh 
durch die Substitutionen 

x + ij^+^ — p, X— i(/" — c*<-r, dx - {a(f-^- 
Es wird X = i «[^ + c* _^^J ; folglicl 



Die Fälle a — ± 1 machen eine besondere 6er 
Grösse X nötbig. 

' dx^ dx " 

fitdx dy ^ d^ 

' -* - "*' diC* ° 

aUgemeiae Lösung : jf — ßo H — ^ ■ 

36,»..g-(,-x|)'. 

Lös. Diese Differential^eichuDg ist in Bes 
GrösBen x, y, dx^ dy, d'y homogen. 

Setzt man dem entsprechend x " ^, p — ^t, ■ 

(Py , ' . "1 ,/ . de ., ä*e\ 
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selbe in die folgende: w (/ + /') «= /*, deren allgemeines Integral 

« — •= wt-; — ~^- oder y =» 7w;i; — =-77- ist. 
X 1 — Gx ^ 1 — (2» 

37) Aufg. Eine Curve zu finden, deren Krümmungsradien 
von einem gegebenen Punkte aus sämmtlich unter demselben Win- 
kel (-= arctg a) erscheinen. (Nouvelles Annales de Math,, Bd. XIX, 
pag. 285.) 

Lös. Es werde der gegebene Punkt zum Coordinatenanfangs- 
punkt eines rechtwinkligen Coordinatensystems gewählt. Bezeichnet 
man die Coordinaten eines beliebigen Punktes P der gesuchten 
Curve mit a;, y und die Winkel, welche die nach P und dem zuge- 
hörigen Krümmungsmittelpunkt gezogenen Leitstrahlen mit der Ab- 
scissenaxe einschliessen, beziehungsweise mit fp und tj^ so muss der 
Aufgabe gemäss oi — 9) = Const. sein. 

Nun ist , , wenn X, Y die Coordinaten des Krümmungsmittel- 

punktes sind, 

dx dp , ^ , ^ 

Y ^'^^ds ^dx ^ 
taug ^^ -^ ^ ^- ^- — ; (vergl. Bd. I, S. 148.) 

n X y j. r \ tangcu — tang9> 

femer tang «p *= -^ , tang (a> — w) == t—tt . = 

^^ x ^ ^^ 1 + tang w .tang y 

(^+i>y)(i-Hjp') 



(^^+y^)^+(y-i?^)(i+>) 



Man hat daher zur Bestimmung der verlangten Curve die Diffe- 
rentialgleichung 1) d '^ ^' 

(a:* + y*) J + (y -i>^)(i -HJP') 

Dieselbe ist in Bezug auf x, y y dx, dy, d^y homogen und gestattet 
daher eine ähnliche Behandlung, wie die vorhergehende Aufgabe. 

dv) 
Wird X •= ef, y •= eef, p = e + s, ^ = iis'+e")e-' gesetzt, so folgt 

9\ [l+g( ^+ g)][l+(^ + g?] ^ 

''^ (1 + a») («' + /') - ;?' [1 + iS+if)*2 "° • 
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Die Substitutionen z -= tang^), z-{-z ^ tangor, £?'+/' «■ 
= a [1+(^W)*1 *= -^, / = y'(l4-Ä-) ^-tangof — tangy 

ergeben weiter' ^ y- : « a(a — w). 

^ tang (a — 9>) ^ ^ 

Sonach wird c?^) = atang(a — y)c?(a— y), 

3) — =- —Z [(7 cos («—</>)], e ** «= (7cos(a-g>). 
Nun "ist a — cp « ^, cos ^ — , «= ^ ; daher 

e ^ ^ ^ oder — = — - und 

4) IC^r =- a / — : -= — a aresin —77- • 

J / 2^ 

V c^e^ —1 

Specialfälle. 1) a — ergibt r « Const. (Kreis.) 
2) a «= oc in die Gleichung 3) eingesetzt, liefert 
IC cos (a - y) «= ICgosO' «= 0, Ccos^ « 1, cos ^ = Const. 
(Logarithmische Spirale.) 

^> "^ - {» - 'tf ■■ 

C 
Lös. y ■« C^x — a: aresin-« 

39) x*^^-ix' + 2xy)^ + 4y-^ = 0. 

Lös. Diese Differentialgleichung wird homogen, wenn man 
in derselben y als eine Grösse zweiter, x und dx als Grössen erster 
Ordnung ansieht. Setzt man demgemäss 

a; _ e', y - e^'.z, wornach ^ « 6^(2^?+/), ^ « 2^ + 3/-h/', 

so geht dieselbe über in 2z' — 2zz + /' = 0. Substituirt man noch 

16* 
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j8?' « u, d' «= ^;j~> so folgt wl2 — 2;ei + -5-l =« 0. Indem man 

dz 
«^ = bei Seite lässt, findet sich ^ = ^l ^ (^ — 1)* + C', 

^ -j- Ci = -pr arctg .— ■ , wenn G positiv ist, 

■ =• tangVt/(^+C\). Nun ist ^ «= ^, ^ «= £r, also wird 

i^_l =. V^tang[>/C(k+(7,)] oder 

y = Ä:*|l+>/Ctang[>/C(ia;+C|)]|. 

Anm. Als üebungsbeispiele für die hier angedeutete Methode 
können auch einige der nachfolgenden linearen Diflferentialglei- 
chungen mit nicht constanten Coefficienten verwendet werden. 

7) Lineare Differentialgleichungen, a) Ohne zwei- 
tes Glied. 

Anfangsbedingungen: Für a; «=« soll y «« ft, ;^ *=* ^'> 

-=— « 6" werden. 

Lös. Annahme: y ^ e'^, charakteristische Gleichung: 

y^ + r*- r+ 15 « 0, 
Wurzeln derselben: r^ «= — 3, r» = l+2i, ra— 1 — 2i, 
particuläre Integrale: yi=6-^, yj«=e^*+^«)^, ^3 = 6^1-2»)*^ 

Nun ist ^2 "== e^(cos2ic + isin2a;), y^ = 6* (cos 2a; — isin22;), 

daher ^^r^ »-* e^cos2a7, ^^TT^^ «= e* sin 2a;; in reeller Form 
2 2* 

hat man sonach die particulären Integrale 

y, = e~^, y, «= e^cos2ic, y^ = e^ sin 2a;, 

' allgemeine Lösung: y = CiCT^ + Cje^ cos 2a; + Cge* sin 2a;. 

Bestimmt man, um den Anfangsbedingungen zu genügen, drei 

particuläre Integrale yj , y^ und y^ von der Eigenschaft, dass für 
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^ - 0, yi - 1, yi' - 0, yt" = 0, 
Vi - 0, y,' «= 1, ya" « 0, 
2^8 = 0, y^' « 0, y/' « 1, 

so lautet die allgemeine Lösung: y == 6yi +6'y2.+ &'V3> wobei 

yi =« Ic"** + |e* cos 2ir, 
yj = — T^e-^*^ + x%e^ cos 2äj + y%e*^ sin 2a;, 
ya = ij'ö^-^ — Vo^co8 2a;4TTS^sin2ir. 



Anfangsbedingungen: Für a? = soll y =- 6, j~ "" ^'» 



c2;z; 



c?»y 



6" werden. 



Lös. Allgemeine Lösung: y = (7|e^ + C^e^^ + Cge-^. 
Unter Berücksichtigung der Anfangsbedingungen nimmt die- 
selbe die Form an: 

y = Qh-W-\b")e^+i-ib+ib'-hib")e'^+{ihb-^ö^'+ilöi")^''' 
Anfangsbedingungen : Für x ^ soU y ^ hy 3 =" &'> 



rf^y 



= & werden. 



y—X 



Lös. Charakteristische Gleichung: r* — 3^2 + 4— 0, 
Wurzeln derselben: r| -i» rj = 2, r, ■« — 1. 
r == 2 ist eine Doppelwurzel. 

Particuläre Integrale : y^ = e*'^^ y^, -= xe-^^ ya -* e- 
aUgemeines Integral: y =* ((7| -h Ciir)e-*+ C^e-^, 
oder unter Berücksichtigung der Anfangsbedingungen 

y = 6yi -h 6 Vj + ^'Vs» wobei 
yt »i[(5 — 6rc)e^* + 4e-^], 
^2 - I [(4 -3a?) 6'^ -46-^], 
ya «i[(-l+3;c)^* + e-]. 
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43) -^4-3^—4^ « 0. 
dx^ dx^ dx 

Lös. Charakteristische Gleichung: r*-f-3r^-- Ar = 0, 
Wurzeln derselben: r| = 0, rj «= 1, rg « — 1, ^4 = 2i, rs •= — 2i, 
particuläre Integrale: yi*«!, ^2=^? ^3=0"*» ^4= sin 2a?, y5«=cos2ir, 
allgemeine Lösung: y == Ci + C^^e^ + Cge""*^ -H (74 sin 2x 4- Cs cos 2x. 

Lös. y == (Ci + Cja?)^''^* + e^(C3sin {x^- C4 cos |a?). 

Lös. Annahme: y =« a;'', charakteristische Gleichung: 

r(r— l)4-3r — 15 = t), 
Wurzeln derselben: Vx = 3, ^j «= — 5, 

particuläre Integrale : Vi = x^^ Vi =^ —^ ^ 

X 



allgemeine Lösung: y =- CiX^-\- 



a 



X 



2 
5 



46) ix-2y^,-2{x-2)^ + 4y = 0. 

Lös. Annalime: y = (x — 2)'', charakteristische Gleichung: 

r(r— l)(r— 2) — 2r + 4 = 0, 
Wurzeln derselben: ^i = rj = 2, r^ «= — 1. 
r = 2 ist eine Doppelwurzel. 

Particuläre Integrale: yi = {x — 2) 2, y^. = iX'-2)'^l{x — 2), ^3 «« 5, 

(7 

allgemeine Lösung: y «= [C,+C2?(a? — 2)](a? — 2)* -i -j.- 

Lös. Annahme: y *= (a; +«)'*, charakteristische Gleichung: 
^4 _ 8/3 ^ i8r^ — 16r + 5 = 0, 

Wurzeln derselben: ri =» rj == rg = 1, r4 «* 5, 
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particnläre Integrale: ^t •= x + a, yj — (a: + ») Ua 4 

y, = {x + a)[l x + a)]', y, — (x + a)\ 
allgemeine Lösung: 

y = [C, + C\lix+a)+Cil'(x + a)]{x + a)+Ct{x-i 

48, ,l+.).g4-(,+.,= 2 + 3(l+.)g- 8y - 0. 

Lös. Annahme: y -^ (I+j;)'', charakteristische ( 
r» — 2*-' + 4r -8 - 0, 
Wurzeln derselben: r, -= 2, r, — 2», r j — — 2», 
particuläre Integrale: y, =■ (1+a;)', y, — ll+a:)" — i 

yj = (1 + ar)-« — e-"'f'+^> 
oder in reeller Form: 

y, - (l+x)\ y, - c08|2i(I+x], y, - 8in[2i(I 
allgemeine Lösung: y— C,i\+x)' + C\cos[l(l+xy] + C3Su 

/() Mit zweitem üliede, Vorbemerkung. 1 
empfehlenswerthe Uebung, die nachfolgenden Aufgaben 
der im vorhergehenden § angegebenen Methoden zu löse 

491 ^^ + «V= C08ÄX 

Lös. 1) Variation der Constanten. Allgemei 

der Differentialgleichung ohne zweites Glied: 

y = C, cos ax -i- Cj sin ax. 

Hieraus folgt durch Differentiation , indem man C, u 

Functionen von x betrachtet, 

rfy ^ . ^ dC, . 

-j- = — av. Bm ax -)- aC-, cos (tr + cos aa; t + sm aa 



tere Differentiation 
^-v = - a*C,c08aa; — a'C.sinoir — a sinaaj-,-' +at 

Soll durch die für y, , ^ gefundenen Ausdrucke der 
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Differentialgleichung genügt werden, so hat man 

dC,^ dC, , . 

-— a sm ax -3 — Ha cos ax — , = cos hx anzunehmen. 
dx dx 

Zur Bestimmung der Functionen G^ und C^ dienen die 

dC dC 

Gleichungen cos ^^ ^ " + ^^^ öw? -^ = 0, 

dC, , dC^ . 

— a sm oo; -^ -{- acosax -~^ == cos ox. 
ax dx 

Aus denselben findet man 

dC. 1 , . 

,-3— *= cos ox smcw?, 

dx a 

dC^ 1 

-3— = — cos 6a; cos cuv, 
dx a 

und daher durch Integration 

^ 1 f cos(a + &)^ , cos(a — &)a ?1 , j 

^* ^ 2^1 a-H6 "^ a-b \^ ^ 

^ 1 rsin(a-h6)a; sin(a — 6)a;"l -n 

Somit lautet das allgemeine Integral der gegebenen Differential- 

1 . , 1 rcos(a + 6)a; . cos(a — 6)^?! 

gleichung y = _[— --^+— L__2_Jco8aa; + 

,, 1 f8in(a+&)a; . sin(a — 6)^:1 . • . . t> • 

+ |- . T H — ,^^|smöw;+ -ÄcosOic-h^smöw; « 

2aia + fe a — oJ 

cos 5a; 



a* - 6^ 



-^ Äcosax-\'B sin aa;. 



2) Methode von Cauchy. Bestimmt man in dem allge- 
meinen Integral der Differentialgleichung ohne zweites Glied 
y = Ci cos öw? + Gj sin (zx die Constanten Ci und 0, so , dass für 

^ ^ <x, y^ = und ( ^- 1 = cos ha wird, sq ist T -= fyuß^ ^^^ 

particuläres Integral der gegebenen Differentialgleichung mit zwei- 
tem Gliede. Hiernach findet man 

(7 «= cos hoL sin aa, 
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1 



G. -* — cos ba cos (ux 
a 



y„ « cos ba sin aa . cos oa; H — cos ba cos aa . sm ax, 

a a 

1 /^ cos OiJC 

Y^— l\ — cos &a sin aa cos 00; + cos {»or cos acr. sin o^lda » -5 — ^i^- 

Es wird demnach das allgemeine Integral der vorgelegten Differen- 
tialgleichung, wie oben 

Costa; . . . T> • 

y ^ -J-— rj + -o. cos aa; + xf sm oa;. 

3) Methode der integrirenden Factoren. Multiplicirt 
man die gegebene Differentialgleichung mit vdx 

1) v^^dx-Y-a^vydx « vGOsbopdx 

und integrirt mittelst der Methode der theil weisen Integration, so 

folgt v-^ — /^ .^dx+ ja^vydx = ivco^bxdx-^G, 

oder indem man zur Umformung dieser Gleichung dieselbe Methode 
nochmals anwendet 

Hieraus erkennt man , dass die einmalige Integration der vor- 
gelegten Differentialgleichung ausgeführt werden kann, wenn 

/yi ^=-j + a*t;|da; = ist. Zur Bestimmung der integrirenden Fac- 

d'^v 
toren v hat man daher die Differentialgleichung -j-^ + a}v =* 0. 

Die particulären Integrale derselben v, =- cos oa;, v^ = sin oa? liefern 
die gesuchten integrirenden Factoren. Die Gleichung 2) ergibt 
nun die beiden folgenden ersten Integrale 

^- cos oa? -*- ay sin oa? =* /cos clx cos bxdx + Q, 
-j-sin.ax — ay cos ax « /sin ax cos bxdx + Oj, 



es« 

aus denen das allgemeine Integral der gegebenen Differential- 
gleichung durch Elimination der Ableitung -— erhalten werden 

kann. Man findet y «= -^ , = -h A cos aa; + jB sin ax, 

a- — 0* 

4) Durch Errathen. Das zweite Glied der gegebenen Dif- 
ferentialgleichung ist cos 6a;. Es liegt daher nahe, zu versuchen, 
ob in dem Ausdruck y -= C^ cos hx -4- Cj sin hx sich die Constanten 
C| und Cj so bestimmen lassen, dass derselbe der Differential- 
gleichung genügt. Man hat 

y = Gl cos 6a: -h Oj sin 6a7, 

•r-^ = — 6*Ci cos hx — 6*Ci sin hx. 

Setzt man diese Werthe in die Differentialgleichung ein, so folgt 
— 6*C, cos hx — h'^C^ sin hx -I- a^C, cos 6ic + a}G^ sin 6a; — cos hx. 

1 



Hieraus findet sich durch Coefficientenvergleichung C, «= 



a* — 6* 

cos 6a; 
und Cj — 0. Es ist daher y == ^ , > ein particuläres und 

., cos6a; , . . tj • 

somit y =* -=-— r, + -4 cos oa; + jd sm öMC 
^ a^ — h^ 

das allgemeine Integral der gegebenen Differentialgleichung. 

Im Falle a =* 6 ist der gefundene Ausdruck zu ersetzen durch 

i" 1 j a; sin oa; , ^ . t> • 

folgenden: y -» — ^j h -1 cos aa; + i> sm ax. 

50) ^-? +y =- a cos 2a;. 

dti 
Anfangsbedingungen: Für a; — soll y — und ^-=0 werden. 

Lös. y «= — ^a cos 2a; + ^a cos a; + sin a?. 
^0 J2 + ^V "= /(^)> wo /' eine beliebig gegebene Function be- 
deutet. (Differentialgleichung der gestörten Schwingung.) 

sm lex /*^ cos lex /• 
Lös. y =* 7. / /(a?) cos Ära; da; , / f(x)siakx dx -|- 

4- J. cos Ä;a; -h J8 sin kx. 
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+ Ci cos a?V 7 + C4 sin Xyfl* 
Für m ^ ±:^1 verliert diese Lösung ihre Bedeutung. 

Lös. y = ,u a:» + ,!-„ a; + ,^ • ^ + C,e*^ + r7,e5^ . 

Lös. y -= ^ + Cie«^+C2e-«^+Cisinöw;+ C^cosaa:. 



. e 



Lös. y — 7^-^ — ri + ulß«^ + JSa;e«^. 

Für w= a tritt an die Stelle dieser Lösung die folgende: 

Lös. y « G^c* 4- c; + Caa;)^^^^ 

Lös. y^, TTT — ro\+w^+ 2* 

, Für n «= 1 ist diese Gleichung zu ersetzen durch 

Q 

y^^^xlx — ^x-hCiX+ |, und für w = — 2 durch 

S o b n c k e*8 Aafgabensftinmliing. U. IT 
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8) Simultane Differentialgleichungen. 
59) l)^-|-4a? + 3y » t. 

Lös. 1) Aus der ersten der gegebenen Gleichungen folgt un- 
mittelbar 3) y « \it — 4^ — ^) 

und hieraus durch Differentiation 

dy ,/- ^dx d'X\ 



^ (i^ *l dt dtyf 



Setzt man die für y und -~ gefundenen Werthe in die Gleichung 
2) ein, so ergibt sich die Differentialgleichung 

welche nur noch die Function x enthält. Das allgemeine Integral 
von 5) lautet: 

Nachdem auf diese Weise die Function x bestimmt ist, ge- 
langt man ohne weitere Integration mit Hülfe der Gleichung 3) zu 
dem Werthe der Function y. Es wird 

y = A - +<+ Aß' - lC,e-^^ 4- C,e-^ 

2) Subtrahirt man die mit einer unbestimmten Gonstanten X 
multiplicirte Gleichung 2) von der Gleichung 1), so kommt 

3) J-A^ + (4~2A)a? + (3-5A)y ^ t-le^, 
und hieraus, indem man x— ly ^ s^ x ^ z + i-y substituirt 

4) g + (4_2ij;g-|-(3 — A— 2A»)y = t — XeK 

Die Function y kann nun dadurch eliminirt werden, dass man 
3— X — 21' «= setzt. Führt man die Wurzeln dieser quadra- 
tischen Gleichung A, = 1 , Aj == — | in die Gleichung 4) ein, so 
ergeben sich die zwei weiteren Gleichungen 
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5) 1^ + 2.. -^-e«. 

deren Integrale 

%,-x-y | + 4< — |e« + (7,6-2', 

«, - x + \y — — Vf + +' + TV+Cj«~^' 

sind. Durch Auflösung dieser letzteren Gleichungen nach x und y 

erhält man, wie oben 

60) g+Är-gy-e«, 

Lös. « - ,15«« + j«j«w + C, c - *' + C^e- ^', 
•61) g + öas + y -«', ' 

Lös. « - jS«* — A«" + Cie- " + Ci/e- « 

y- Ae' + iW (C,+C,)e-«-C,<e-« 

62) ^-.+y, 

• J-o^-y. 

Lös. X - Cie'*'2" ^ cie-'V2"^ 

y _ c,(V2 - 1) e'*'^- C, (V2 + l)c-'i^. 

63) ^ _ < 4 ^y 
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Lös. a; — — 1 — t-hC^, 

^^ df^ "^ dt'^ dt' 

d^y _ dx dy 
W ~ di~~di' 

Lös. X -= Cie'*'^— Cie-'*'^4- C„ 
65) n.i ^ ax+ly, 



Lös. a; + A,y - CieV«+M.<4. (7,e-^*+Mi<, 

•wo Xi und A.2 die Wurzeln der quadratischen Gleichung «iP.* 4- 
+ (a — 6i) ^ — 6 =• bedeuten. 

66) ^ = 11» + 162^, 

Lös. « = 20,6*^^ +2C!,e-'*^— Ca cos ^5 — 04 sin #/5", 
y C, e' ♦'^ — Cie- ' *^^+ Ca cos #V 5 + ^4 sin Üb. 

67) ^-2a; + 3y + 5, 

^- 22x-l5y + 4. 

Lös. a; = f-J + C, cos2a; + Cjsin2a;+ C3Cos3a;+ C^sinSa;, 

y -= — 11 — 2C, cos 2a; — 2C2 sin 2a; — V ^a cos 3a; — 

— 'j' C^ sin 3a;. 

68) ^^ = 3a;-2^+l, 
g^_2a.+2y + 3. 



LÖ8. « i + Ce' + C,e- ' + Cifi + C,e-", 

S V+2C',e' + 2Cie-' — C,e"-C.e-". 



^ 



+ [0,e '' +C,e " ]sin 
— [Cje - — C.« ^ ] cos 



70) ^^ + «.'«'-0, 



Lös. X = Ci COB mt + C^sin tnt, 

y — — Cj cosmt — Ci warnt +Ctt+ C». 



71) -^^ + « + 2jr — cos mi, 
{+\tx—y -Bin«/, 






dp 

1 +)M* 2 

Lös. a: T TTiCOsmi r — -rr^sin wi+ CiC^ 

«i* — 10 w* — lo 

+ C,e-8' + CjC08 2f + 

— §(7,e-*' + ^C3Cos2i+i 
Für m=J;2, » — J;2 verliert diese Lösung ihre G 



262 



72) -57^- ■\-hx + 2by -^ cos 2t, 
-37^ — 4x — \by = sin 2t. 



Lös. a; •= — ff cos 2t — |f sin 2« + ( C, + G,«)e '"'^ + 
y = ,«,. cos 2« 4- Vi sin 2t — l ((7j + Cj^je'*^ — 
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73) 4 ) ^ + y'(*jy - V'( f)« - 0, 

2) $+ «/»'(Oy + T-'C^)« - 0, wo fr\t) und «;»'(<) die Ablei- 

tungen zweier gegebenen Functionen €f^,t) und ip{t) sind. (NouveUes 
Ämudes de Math. Bd. XXVI, pag. 553.) 

Lös. Multiplicirt man 1) mit y und 2) mit x und addirt, 

so folgt y^ + x^-h V'mx^-^y^) «0, 

oder indem man a;^ + y* « u setzt, 

, du ,... 

Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung ist 

Multiplicirt man weiter 1) mit x und 2) mit y und subtrahirt, 

dt/ dx 

so wird a?^ ~^~di ~~ V^'COC^'+ly^) == oder 

^* _ ,,,, ^ _ ,,„.. 

Als allgemeines Integral dieser letzteren Differentialgleichung ergibt 
sich arctg^ « V'CO + Ct oder ^ — tang[V;(^) + (7,l. 

iC X 
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Setzt man Doch V^i ~ ^''> so erhält man schliessKch c 
facher Rechnung y — C'e~»('> sin [^{t) + G,], 
X - C'e-f^'^cos[>f>(i) + C,]. 
74) Die Bewegung eines Punktes in der Ebene ist defin 
die Gleichungen 

WO t die Zeit bedeutet und x, y die rechtwinkUgen Co 
desjenigen Punktes der Ebene sind , in welchem sich der bi 
Funkt zur Zeit t befindet. Man untersuche die Bewej 
Punktes unter Voraussetzung der Anfangsbedinguagen, das 

fOr.-O, „.-., ,--1. 1-1, %- 

Lös. Nach der zweiten der unter Aufgabe 59) ang 
Methoden gelangt man leicht zu den Integralen 
» a; — y — ^i cos 2f + B, sin 2t, 
' \ X + y ~ Atcost +Bjsint 
Fuhrt man in diese Gleichtingen die Anfangsbedingungei 

1x — y=- 2co8 2f, 
x + y •= 2Bmt, 

oder indem man mittelst der Formeln —7=2 -> x, „ ' ^ 
i/a V2 

den 45"- Linien als nenqn Axen transformirt 

t X — ^2 sin t, 

Uy V2cos2<. 

Eliminirt man aus diesen letzteren Gleichungen die Zeit 1 

gibt sich r- V2(Z'-1), 

und es ist daher in diesem FfJle die Bahn des beweglichi 

tes eine Parabel und zwar deijenige Theil derselben, 
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zwischen den Punkten X ^ ±yJJ, Y ^ liegt. Mit Hülfe der 
Gleichungen 4a) kann nun auch leicht die Geschwindigkeit und die 
Beschleunigung des beweglichen Punktes zu irgend einer Zeit t 
ermittelt werden. 

Die Anfangsbedingungen b) ergeben 

i X — y « — 4 sin 2^, 
4b) I "^ .1 

Indem man wieder zu den 45® -Linien transformirt, folgt 

y. __ sin 2t 

5b) I ~2VT' 
I ^ sin ^ 

oder durch Elimination der Zeit U T* - X» — 2X\ 

In diesem Falle ist die Bahn des beweglichen Punktes eine 

Curve vierter Ordnung, welche, ähnlich wie die Lemniscate, die 

Form einer liegenden 8 hat. 

Die Formeln 5 a) und 5 b) gestatten eine einfache Construction 

der in Frage stehenden Curven. 



B. Variationsrechnung. 

§.19. 
Sei F{x, y, y\ y" . . .) irgend eine Function der Argumente 
^> y> y • • -5 ^ welcher die Grössen y, y\ y" . . . ihrerseits als 
Functionen der unabhängigen Veränderlichen x betrachtet werden. 
Führt man die Function y in y-^-eöy über,» so möge y' in y*-\-edy\ 
y** in y" -f-fi<Jy" etc., F{x, y, y' y" . . .) in F{x, y-i-söy, y'+ady', 
y"4-fijy", . . .) übergehen. Hierbei bedeutet dy eine völlig will- 
kürliche Aenderung (Variation) von y, e dagegen eine stetig ver- 
änderliche, von X unabhängige Grösse, die nur kleine Werthe an- 
nehmen soll. Denkt man sich die Function Fx^ y-hedy^ y' + «iJy', 
y" + « Jy"> • • • ) iiQ'Ch steigenden Potenzen von e entwickelt, so heisst 
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der Coefficient der ersten Potenz von e , welcher mit dF bezeichnet 
wird, die erste Variation der Function F. Hiernach ist 

V t-i ^F , dF » . dF » , . 

Da y' = j^ ) so ist nach Obigem y* + eSy* = ^-iy-\- ^^y) 

und daher rf^fy) « ^(^y). 

Der in dieser Gleichung ausgesprochene Satz, dass die Reihen- 
folge der Differentiation und Variation vertauscht werden darf, 
kann leicht verallgemeinert werden. Die erste Variation dF der 
Function F kann demnach auch geschrieben werden 

.^ dF. dF d , , dF d' ,. , 
^^= dy^y-^dy^ dx'^^^-^ dy^^ dx^^^^^^ ' ' • 

Es lässt sich zeigen, dass für jede Function y von r, welche 
dem Ausdruck F einen Maximal- oder Minimalwerth ertheilt, die 
erste Variation öF verschwinden muss. Umgekehrt dient die Glei- 
chung (JjF— 0, welche im Allgemeinen eine Differentialgleichung 
sein wird, zur Bestimmung derjenigen Function y, welche F zu 
einem Maximum oder Minimum macht. 

Häufig ist die Function, welche ein Maximum oder Minimum 
werden soll, ein bestimmtes Integral von der Form 

J =^ I F{Xy y, y)dx. Dann ist 



a 

-^idvndx == 



^^-BF , dF d 



Damit dJ verschwinde, muss einerseits 

dF d i dF V ^ 

idF, -1* 
andererseits 1 g^, "91 =■ sein. 



u 

17 
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Sind die x = a und x ^ h entsprechenden Werthe von y 
vorgeschrieben, so fallen, wegen dy = 0, die Grenzglieder weg; 
andernfalls hat die aus der ersteren der genannten Gleichungen 
zu bestimmende Function y noch den Bedingungen zu genügen 

Wenn die Function F(x, y, y', y" . . .) ein Maximum oder 
Minimum werden soll unter Berücksichtigung der Nebenbedingung 
0(x, y, y', y" . . .) = 0, so ist an Stelle der Function F die Grösse 
F — X0, wo X eine constante, aus den Daten der Aufgabe zu be- 
stimmende Zahl bedeutet, in die Untersuchung einzuführen. (Vergl. 
Bd. I, S. 99.) 

Anm. 1. Falls die Function F(Xy y, y') die unabhängige 
Variable x nicht explicite enthält, so wird ein erstes Integral der 

Differentialgleichung ^ ^(?5'~')'^ ^ 

dF 
erhaltenen der Form F — y'3~; == const. 

Anm. 2. In den nachfolgenden Beispielen wird auf die Unter- 
suchung der zweiten Variation nicht eingegangen. 

§.20. 
Beispiele. 

1) Aufg. Es soll unter allen auf dasselbe rechtwinklige 
Coordinatensystem bezogenen Curven diejenige herausgesucht wer- 
den , welche in jedem ihrer Punkte das Product aus der Ordinate 
in die um die Ordinate verminderte Abscisse grösser macht, als es 
an derselben Abscisse irgend eine der andern Curven machen kann. 

Lös. Soll der Ausdruck F = y{x — y) in dem angedeuteten 
Sinne ein Maximum werden, so muss y als Function von x so ge- 
wählt werden, dass die erste Variation von F verschwindet. Nun ist 

dF ^ {x—y)dy — ydy; 
man hat daher zur Bestimmung von y die Gleichung (a;~2y)dy-« 0, 
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Voraus sich y — 4^ ergibt. Die verlangte Curve ist hiemach die 
Gerade y '^ \x. 

2) Au fg. Ein Rotationskörper, welcher die Kotationsaxe in 
zwei gegebenen Punkten Ä und B trifft und das gegebene Volumen 
V hat , soll so bestimmt werden , dass das Trägheitsmoment des- 
selben in Bezug auf eine Axe, die senkrecht zur Rotationsaxe 
durch die Mitte von AB gezogen wird, ein Minimum sei. 

Lös. Wird die Rotationsaxe AB zur XAxe und die Mitte 

von AB «= 2a zum Anfangspunkt eines rechtwinkligen Coordinaten- 

systems gewählt, so ist 

/.+ « 

und das fragliche Trägheitsmoment gleich 

^+« 

wo a eine constante Zahl bedeutet, die nur unter einer bestimmten 
Voraussetzung über die Grösse des gegebenen Werthes V mit a 
übereinstimmt, sonst aber von a verschieden ist. 

In diesem Falle hat man es mit einem relativen Minimum zu 

thun. MultipUcirt man daher n 1 y^dx mit eiuem unbestimmten 

Gonatanten Factor l und subtrahirt das Product von 

/• + " 
^ I (4y'+^*)y*^^j wodurch man nach Weglassung des gemein- 

schaftUchen constanten Factors n erhält 

*^ — « 
so ist y als Function von x so zu bestimmen, dass dJ verschwindet. 

/-f « 
(y^'\-2yx'^^2Xy)dydx\ 

^aher muss y(y*-f-2a?* — 21) « sein. Hieraus ergibt sich 

y^'\-2x^ — 2X « 0, 
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und es ist somit die verlangte Rotationsfläche ein längliches 
Sphäroid. 

Aus der Gleichung y- 4- 2x^ — 2A =» folgt a «= i , und es 
kann daher das Sphäroid nur dann durch die gegebenen Punkte 
gehen, wenn a ^ X=a ist. Für jeden von a verschiedenen Werth 
von A ist der die beiden gegebenen Punkte A und B verbindende 
Theil der Rotationsaxe 'y = 0) als zur Lösung gehörig zu betrachten. 

Die Grösse X bestimmt sich aus der Gleichung V ^ n 1 y-dx\ es 

hängt mithin ihr Werth von demjenigen des gegebenen Volumens 
Fab. 

3) Auf g. Es soll unter allen benachbarten, auf ein recht- 
winkliges Coordinatensystem bezogenen Curven, welche durch einen 
gegebenen Punkt P gehen, diejenige herausgesucht werden, für wel- 
che die Tangente im Punkte P von der Ordinatenaxe und der Ge- 
raden X =- a (a > 0) Stücke OC und AD abschneidet (gezählt von 
der XAxe aus), deren Product ein Maximum oder Minimum ist. 

Lös. Werden mit x, y die Coordinaten des Punktes P und 
mit I, ri die laufenden Coordinaten bezeichnet und ist y* «= ,- , so 
lautet die Gleichung der Tangente im Punkte P: 

ri — y = y*{l—x). 

Nun ist OC = y — y% AD ^ y-k-y* (a — x\ 
und es soll OC.AD = {y'-y*x)[y-\-y\ct — a?)] ein Maximum oder 
ein Minimum werden. Da die gesuchte Curve nur mit allen den- 
jenigen benachbarten Curven verglichen wird, welche durch den 
Punkt P{x, y) gehen, so ist offenbar dy = 0, und man hat, wenn 

F=^ {y -y'x){y-\'(xy*—y*x) 

gesetzt wird, öF ^ {(a — x)(y — y*x) - xiy-^ay^ — y*x)]dy*. 
Zur Be§timmung der gesuchten Qurve ergibt sich sonach die 'Diffe- 
rentialgleichung 

{a — x) {y — y'x) — x {y-^-cty* — y*x) «= oder 
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y ia-x)x 
deren allgemeines Integral y* = Cx{a — x) ist. 

Die verlangte Curve ist hiemach eine Ellipse oder eine Hy- 
perbel mit den Scheiteln und Ä, je nachdem C positiv oder 
negativ ist. Die Constante C kann erst dann bestimmt werden, 
wenn den Curven noch eine weitere Bedingung auferlegt wird. 

Beide Curven ergeben, wenn man vom Vorzeichen absieht, 
Maxima und zwar wird JP — ^ Ca"^. Sind a und b die Halbaxen 
der Ellipse, resp. der Hyperbel, so ist |a* -« a*, und es wird für 

b* b'^ 

die Ellipse C « -I- -^ und für die Hyperbel (7 -» — -| • Der ab- 
solute Werth von F ist demnach in beiden Fällen — 6*. 

4) Aufg. Es soll diejenige Curve gefunden werden, für wel- 
che die Subnormale möglichst klein ausfällt unter der Voraussetzung, 

dass das Product ylx — —,\ «= yxt den constanten Werth Ä habe 

und die .Subtangente positiv oder negativ sei , je nachdem die Dif- 
ferenz X — Xg) positiv oder negativ ist. Hierbei bezeichnen x, y, 
die Coordinaten des Berührungspunktes einer beliebigen Tangente 
der gesuchten Curve, und x^ ist die Abscisse des Durchschnitts- 
punktes dieser Tangente mit der XAxe. 

Lös. Das Product y . y' soll ein Minimum werden unter der 

Nebenbedingung, dass yl^-^ —A *=-^ sei. Bezeichnet man mit l 

einen noch unbestimmten constanten Factor, so ist 

1) F-yy'-l{x-^)y, 

Dieser Gleichung wird genügt, wenn man 

3) y' — l\x—2-\ «= und gleichzeitig 
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Substituirt man den ans Gleichung 4) gewonnenen Werth 

A = ^ in die Gleichung 3), so folgt ^'^3— ^'-) = 0. Als Lö- 

sungen dieser Differentialgleichung erhält man die Gerade y « Const. 
und die cubische Parabel y »= Gr*. 

Die erstere Lösung ist insofern ohne Bedeutung, als die Sub- 
normale der Geraden y ^^ Const. beständig gleich Null ist. Die 
Subnormale der cubischen Parabel ist gleich SC^x^. 

5) Au fg. Es wird eine Curve gesucht, welche zwei gegebene 
Punkte Ä und B der XAxe verbindet und das Inti^gral 

(y"^ — 2y)dx zu einem Minimum macht, wo — a und +a bezie- 

hungsweise die Abscissen von Ä und B sind. 

/+« 
{y**^ — 2y)dx\ dann wird 

6J - 2 r {y*'dy*'-fiy)dx - 2[y"dy^'^^ — 2C iy'*'6y'—dy)dx « 

= 2{t,"dy']-^ " - 2[>"%]+" + 2 ["[yiv- \)dydx. 

Die Gleichung öJ = zerfällt in die drei weiteren 

1) yiv-i = 0, 2, W"dy\^l = 0, 3) {y"dy^^l - 0, 

von denen die zweite, da 6y in den vorgeschriebenen Punkten A 
und B verschwindet , nicht weiter in Betracht kommt. Die Diffe- 
rentialgleichung 1) liefert 

y = Vt^* + i G^x^ + \ C^x^ + C^x-^ C^. 
Zur Bestimmung der Constanten dient einerseits die Bemerkung, 
dass die gefundene Curve durch die gegebenen Punkte Ä und B 
gehen musis, andererseits die Gleichung 3), zufolge welcher, da dy' 
für o; = dba nicht gleich Null ist, iy" in den gegebenen Punkten 
verschwinden muss. Man erhält 

Ct - 0, C^ .la^ (7a =0, C4 - Ä«*. 

und es ist daher dia Gleichung der gesuchten Curve 



• 
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6) Aufg. Welche Curve muss ein materieller Punkt, auf den 
nur die Schwerkraft wirkt, durchlaufen, um in der kürzesteij Zeit 
von einer gegebenen Curve fi(a,ß)=^0 zu einer zweiten gegebenen 
Curve fti^y v) ^ ^ ^^ gelangen? Vorausgesetzt wird hierbei, dass 
die Anfangsgeschwindigkeit im Punkte (a, ß) entstanden sei durch 
den freien Fall aus einer Höhe h und dass die Curven /i(*a,/?) = P, 
fii^9 V) "^ ^ ^^^ ^^ gesuchte Curve auf das nämliche rechtwink- 
lige Coordinatensystem bezogen werden. (Problem der Brachi- 
stochrone.) 

Lös. Werden die Ordinaten von der horizontal gedachten 
XAxe aus nach unten positiv gezählt, so hat der bewegliche Punkt 

im Punkte (a?,y) seiner Bahn die Geschwindigkeit v^yj2g{y-\'h'-ay 

Nun ist t? '^ -^, wo s den in der Zeit t zurückgelegten Weg d. h. 

den vom Punkte (er, ß) aus bis zum Punkte {x, y) gerechneten 
Bogen der gesuchten Curve bedeutet. Daher wird die Zeit T, die 
der bewegliche Punkt nöthig hat , um von der Curve /i (er, /?) «= 
bis zur Curve A^^> ^) "" ^ zu gelangen, 

«^ (p, v2jr(y+Ä — a) 

Oiüß u/U 

WO a;' « ^, y' '^ ^ und q> die unabhängige Variable ist, durch 

welche man sich die Coordinaten rr, y eines beliebigen Punktes der 
gesuchten Curve ausgedrückt denkt. 

Hat man allgemein ein bestimmtes Integral von der Form 
-f{y> ip'j yO^y > so wu'd bei Voraussetzung constanter 
Grenzen die erste Variation desselben 

v::i[-i$(^)]'-[f-if)]^K- 
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Damit sich für J ein Maximum oder ein Minimum ergebe, muss 
gleichzeitig 

In unserem Falle ist nun 

J ,r, V2fif (y +Ä - «) 42g4y + h--a 

dF üf BF , V^^+Y* 



4 



C oder 



dF y' 

Die Gleichung 2) liefert unmittelbar 

dF x'_ 

dx' '^ yl2gylx'^-hy'^ yly-{'h--a " 

Substituirt man — ^ = tang i/;, so folgt weiter 

X 

cos'-e// 



cosi// « G^2g}Jy + h — oj y-bh — a 



tangi// jC- dy ^ 2gC^^' ^ ^J 

Wird noch 2ip = n — y, 4~7n "" ^ gesetzt, so ergibt sich 

y + Ä — a = r(l — cosy), 
5? — iCo + r = r(9> — sin 9)). 
Durch die hier für x und y gefundenen Werthe wird auch der 
Gleichung 3) genügt. Die Brachistochrone ist hiemach eine ge- 
wöhnliche Cycloide. 

Die Gleichung 1) zerfällt, weil die Grössen [dx\ , [dy\ un- 
abhängig sind Yon den Grössen [dx] , [dy] in die beiden folgenden 
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welche in leicht verständlicher Abkürzung geschrieben werden können 

Zu diesen Gleichungen kommen, da die Grenzpunkte auf den ge- 
gebenen Curven /l (a, ß) = und /i(?, ly) « liegen sollen, noch 
die Bedingungsgleichungen hinzu 

Im vorliegenden Falle gehen die letzteren Gleichungen über in folgende 

"" dß ^ da °' ^ <9;y~'^ö/ ^' 
welche ausdrücken, dass die gesuchte Curve die Grenzcurven recht- 
winklig schneidet. Zur Bestimmung der acht Constanten fft, (f^, «, 
/?, ^, 17, r, ^0 dienen die acht Gleichungen 



2) /? + A — a -= r (1 — cos 9J| ), 

3) a — x^+r «= r(y, — siny,). 



0) ?y + Ä — « = r(l —cosyj)» 
7) $ — iTo + r = r (^2 — siny-i ), 



4) /; («, /Jf) =- 0, I ^)Uil ri) « 0. 

Specialfälle. 1) Sei /",(«, z^) ^ a-\-ß ^ 0, /i(?, jy) = 

= ^— U^+1) - 0, Ä -= 0. 

Aus den Gleichungen 1) und 5) folgt if^ = ^jt, yj «= ti; aus 
den übrigen ergibt sich 

a = ~4, /Sf «= 4, ^ == i(7j4-l), ^ = 4, r = 1, aJo -= - H^ -3). 
Die Cycloide ist gegeben durch die Gleichungen 

y + ^ « 1 — cos y, 
x-\- \[7i — 1) « (p — sin y; 
die Spitze derselben befindet sich im> Punkte x*q = — Ä (tt - 1 \ 

y = — i 

2) Wenn Si («, /?) « /^ — ^rro = 0, /:,(f, 1?) « ? — 27rro - 0, 
Ä « ist, .wo ro eine gegebene Constante bezeichnet, so wird 
(Pi ^ 0, (f^ ^ n, a -=- ß =^ TqTi, ? = inr^, rj « (2 + 7i)ro, r = ro, 

3o huck «'s Aufgaben sammlang. U. 18 
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Die Cycloide ist bestimmt durch die Gleichungen 

y — nr^ = ro{l— cos^y), 
X — Tiro = H^V — siny); 
ihre Spitze befindet sich im Punkte (er, ß), 

7) Au fg. Der eine Endpunkt (a? »=* 6, y ^ yb) eines Curven- 
bogens von der gegebenen Länge L ist vorgeschrieben; der andere 
Endpunkt soll sich auf einer Parallelen zur YAxe, x = a, befinden; 
es ist die Curve so zu bestimmen, dass die Fläche, welche durch 
den genannten Curvenbogen, die Geraden x '^ a und x ^ h und 
die Abscissenaxe begrenzt wird, einen möglichst grossen Inhalt 
besitzt. 

Lös. Es ist das bestimmte Integral / ydx^ welches den 

Flächeninhalt der gesuchten Curve ausdrückt, zu einem Maximum 
zu machen unter der Nebenbedingung, dass L = C ^l-hy*^dx sei. 

h 

Setzt man J ^ \ (y — U^+y'^)dx, i^ = y—^^l+y'*j 

, dF , dF Xy* 

womach >. = 1, ^ 



^y ' 5y' Vl+y"'' 

so hat man zur Bestimmung der verlangten Curve die Gleichungen 

dx ^l+g'i LVH-y'«Jlr=« 

Da die Function F die Variable x explicite nicht enthält, so i&t 

(Vergl. §. 19, Anm. 1) F-i/^, ^ C, 
also im vorliegenden Falle 

y-Wn^+7=^^ « C, oder y-^=- « c, 

ein erstes Integral der Differentialgleichung 1). Substituirt man 
noch y' = tang a, so folgt 

3) V = A cos a + (7,, dx *= ^ — ^— « — A cosac^a, 
^ ^ tanga 

4) ir = — i sin a + Cj. 
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Die Elimination der Grösse a aus den Gleichungen 3) und 4) ergibt 

und es ist somit die gesuchte Gurve ein Kreis vom Radius X. 

Zufolge der Grenzbedingung 2) soll y «« werden für a; = a, 
d. h. der Kreis muss die Gerade a? « a unter einem rechten Win- 
kel treffen. Aus - ly'] , ^"^^'^ folgt C, - a. 

Zur Bestimmung der Oonstanten C, dient die Bemerkung, dass der 
gefundene Kreis durch den Punkt a; = &, y ^ yt geht; es findet 

sich (7, — ^6 T V^* — (6 ~ »)*• Wie leicht ersichtlich, muss für den 
Fall eines Maximums das obere Zeichen beibehalten werden. 

Die Constante X endlich ergibt sich aus der transcendenten 
Gleichung 

L '=^ X I , — X aresin — ^ oder h — a « >l sin , , 

Ja^X^ — (x—ay ^ X' 

welche zugleich erkennen lässt, dass die gegebene Bogenlänge L 
gewissen Grenzbedingungen zu unterwerfen ist. 

Specialfälle. 1) Sei a — 2, 6 «= 3, y^ == 1, L — {n; 
dann wird Cj « 2, Ci == 1, A « 1, und der Kreisbogen ist 

ein Viertelkreis. 

2) Wenn a =« 2, 6 « 3, y^ «= 1, L «= {7i^2 ist, so wird 

Ci =« 2, Ol «= 0, i = ^2, und der Kreisbogen ist 
ein Achtelkreis. 

8) Aufg. Es sind gegeben zwei Punkte Ä und B und ausser- 
dem eine gerade Linie. Die gegebenen Punkte sollen durch eine 
Curve von folgender Eigenschaft verbunden werden: Fällt man von 
irgend einem Punkte P der gesuchten Curve ein Perpendikel PP' 
auf die gegebene Gerade und trägt auf demselben die Bogenlänge 
AP von der gegebenen Geraden aus ab (P'^), so bildet die Ge- 
sammtheit der hierdurch bestinmiten Punkte Q eine Curve. Es 
wird verlangt, dass der Flächeninhalt, welcher durch diese Curve, 
die gegebene Gerade und das Perpendikel von B auf letztere be- 
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grenzt ist, ein Maximum oder Minimum sei und zugleich die Curve 
AB die constante Länge L habe. (Bernoulli.) 

Lös. Wählt man die gegebene Gerade zur XAxe und das 
Perpendikel durch Ä auf dieselbe zur FAxe eines rechtwinkligen 
Coordinatensystems, sind ferner die Coordinaten der Punkte Ä und 
B beziehungsweise 0, h und a, Je und diejenigen des beliebigen 
Punktes P der gesuchten Curve x, y, so ist die Bogenlänge 

AP « s =» 1 yjl -j-y'^dx und man hat f sdx zu einem Maximum 



oder Minimum zu machen unter der Nebenbedingung 

L ^ f yllTy^'dx. 





Hiernach wird 



h' 



Nun ist s =• I Jl+y'*dx, 6s " f ^ ^ dx, 






dx = 



und daher SJ ^ f,aU^:c)-^^dx ^ / ^—^ 

L Vi-i-y'- Jo Jj^^ Vi + y'^ ^/ ^ 

Da in den gegebenen Punkten A und B dy = ist, so ver- 
schwinden die Grenzglieder, und man hat zur Bestinmiung der ge- 
suchten Curve die Differentialgleichung 

.. d j a-hl — x \ 
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I 

woraus sofort folgt —.-• — «/' *= c oder 

Vl+^" 

y 

Setzt man y' «* tang a, so wird x — a ^ X '^ — . - , 
^ ^ ' sma 

dy = y'efa; =« c -: — , 3) y —yQ '^ cl tang S a. 
Die Elimination der Grösse if aus den Gleichungen 2) und 3) liefert 

rr— a — A = — l^c (e '^ -\-e ^ ). 
Die gesuchte Curve ist mithin eine Kettenlinie, deren Directrix der 
YAxe parallel ist. 

Dieselbe muss durch die Punkte Ä und B gehen und ihre 
Länge zwischen den genannten Punkten = L sein. Hiemach er- 
geben sich zur Bestimmung der Constanten l, y© ^öd c die Glei- 

fc— y«) _ h—yo 

chungen a-hl^ ic{e ^ -\- e ^ ), 

il -= ^c (e ^ + e M, 

von denen die zweite zugleich die Bedeutung der Gonstanten l er- 
kennen lässt; es ist i gleich dem senkrechten Abstand des Punktes 
B von der Directrix. 

Bei Festsetzung des Vorzeichens der Constanten c kommt die 

/^i • 1 -i ccosa , j . c cos a da . ^ , ,, 

Gleichung dx «= -« ^ da oder 1 = — :— = — -7- m Betracht, aus 

sm^a sm^a dx 

welcher erhellt, dass c das gleiche Vorzeichen mit ^ haben muss. 

Demnach ist c positiv oder negativ, je nachdem die verlangte Curve 
gegen die XAxe convex oder concav ist. 

9) Aufg. Zwei auf derselben Seite der XAxe gegebene 
Punkte ä{Xq, yo\ B.Xi, y^) sollen durch eine Curve so verbunden 
werden, dass die Rotationsoberfläche, welche entsteht, wenn man 
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diese Curve um dife XAxe rotiren lässt, einen mögliebst kleinen 
Flächeninhalt habe. 

Lös. Der Flächeninhalt, welcher ein Minimum werden soll. 



^0 



Da in diesem Falle die Function F(i/, y) = y^ll-i-y*^ die 
Variable x explicite nicht enthält, so ergibt sich als ein erstes In- 

tegral der Differentialgleichung ^ ;7~(p~') ** ^' welche in Folge 

der Gleichung d J" «= bestehen muss, 

F{y,y')-y'^s- Coder 

Setzt man noch, da y immer positiv bleiben soll, (7« + w, so folgt 
y «-= m^TTy^ und hieraus y' — — V?^ — m*, da? = . ^ , 

x — Xfs == mZ^ — ^^^^ oder y = 4m(e »" -he »" ). 

Die verlangte Curve ist hiernach eine Kettenlinie. Die Constanteu 
Xq* und m bestimmen sich aus den Grleichungen 

yo = i«w(e "» +e *» ), 

y, — ^mfe *" +e "» ), 
welche ausdrücken, dass die gefundene Curve durch die gegebenen 
Punkte A und B geht. 

10) Aufg. Welche Form nimmt ein homogener, unausdehn- 
barer, aber vollkommen biegsamer Faden von der constanten Länge 
h an, welcher zwei gegebene Punkte A{x^^ y^) und JBfa;,, y,) so 
verbindet, dass sein Schwerpunkt eine möglichst tiefe Lage besitzt? 

Lös. Der Abstand des Schwerpunktes der gesuchten Curve 
von der XAxe ist bestimmt durch 



27» 






'^dx 



X 

Da der Nenner dieses Quotienten nach der Voraussetzung con- 
stant ist, so hat man nur den Zähler f y^l-\^ y*^dx zu einem 

Minimum zu machen unter der Nebenhedingung j yl\+y*^ dx*^ L. 
Setzt man daher 



^« 



J-f\yil + ff^-l^l + y'^)dx^f\^l)^l-\^y'^dx, 



*0 *0 



und vergleicht diese Ausdrücke mit den entsprechenden der vorher- 
gehenden Aufgabe, so findet man als Gleichung der gesuchten Curve 

X — Xq' X—Xfi' 

unmittelbar y — A, — Jm (e "* + e "» ). 

Die Constanten m, x^* und X genügen den Gleichungen 

X^^ Xq' Xq — X0' * 

y^ — ^^^fn(e "» -V-e "^~), 

X\ — Xq' Xi — Xq' 

yi — X « {m{e "• +c ~ ), 

X''~Xq X''^Xq 

(Vergl. ebenfalls Aufg. 8).) 

11) Aufg. Ein Rotationskörper mit gegebener Basis und mit 
gegebenem Volumen V soll so geformt werden, dass er ein Minimum 
von Widerstand erfahrt, wenn er sich mit constanter Geschwindig- 
keit c durch ein widerstehendes Mittel in der Richtung seiner Axe 
bewegt. Wie lautet die Gleichung des Meridians dieses Rotations- 
körpers ? 
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Lös. Es wird angenommen, dass der Widerstand, den em 
Element der Oberfläche des Körpers bei der Bewegung durch das 
widerstehende Mittel zu überwinden hat, der Dichtigkeit y des Me- 
diums, der gedrückten Fläche, d. h. der Projection des Flächen- 
elementes auf eine zur Axe senkrechte Ebene und dem Quadrate 
der in der Normale des betrachteten Elementes gemessenen Ge- 
schwindigkeit proportional sei. Sind ferner o? « a, y « die Coor- 
dinaten des Mittelpunktes und b der Radius des gegebenen Basis- 
kreises und wird vorausgesetzt, der Meridian schneide die XAxe 
im Punkte x = Xq, wo äJq eine zu bestimmende Constante bedeutet, 
so ist, wenn man die Axe des Körpers zur XAxe wählt, der Ge- 
sammtwiderstand, der ein Minimum werden soll 

W — 2ncy 1 ^-^f-Tj^^» während zugleich V '-^ n 1 y^dx. 
Setzt man nun J - f (i^t +2Ay«J<£r, 2^- j^ + 2i.y\ 



*« 



wornach ^^^ - j-^y, +AXy, ^ - y.^__^^^^, so wird 

Man hat hiemach zu integriren die Differentialgleichung 

'. (5~>f ^ ^ unter Berücksichtigung der Gnenzbedingung 

>j ^ = für X ■= Xq. Da die Function F die Variable x explicite 

nicht enthält, so ist ein erstes Integral dieser Differentialgleichung 

dF 
F — y% ; =* C, also in unserem Falle 

yy'^ . o2,,2 yy'W^-^y'^^ 

(Die Constante C ist gleich Null, weil die Curve die XAxe schneiden 
soll.) Hieraus folgt, indem man c für -- schreibt, y « - ^^ ^ • 
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Substituirt man noch y' =» tang er, so ergibt sich y =^ c sin^a cos et, 

£^ „ ^-_ «, c (3 sin a cos^a — sin^a cos a)da, 
tang a 

X — C| «* — Je (3 C08*a + sin*a). 
Durch einfache Umformung erhält man hieraus für die verlangte 
Curve y == 4 c (2 sin«/) — sin2y), 

X — Ci == — {c(2co8 9)+cos2<j^>, wo y für 2of, c^ für c, — Ic steht. 
Die gesuchte Curve ist demnach eine Hypocycloide, für welche der 
Badius des festen Kreises dreimal so gross als derjenige des er- 
zeugenden Kreises ist. (Vergl. Bd. I, S. 198.) 

Bestimmung der Constanten. Dafür y>«=0 odery-^Tr, 
y — wird, so kann man die Bedingung stellen, es soll für y -« 0, 
X ^ Xq sein, wodurch zugleich auch der Grenzbedingung genügt 
wird. Ist femer (pi der Winkel, für welchen x ^ a, y ^ b, so 
hat man die Gleichungen 

Xq Cj = jjC, 

h ■== csin* {(pi cos iy,, 

a — C2 ^ — {c(2cosyi +cos2g^|), aus denen folgt 

b _ • ! 1, 2 cos y , + cos 2y , 

sm*iy, cos^f/», sm^^y, cos^yi 

^ , ,^2co syi+co8 2yi —3 
" * sm^iy, cos \(ft 

Die Constante yi endlich bestimmt sich aus der Gleichung 

^7 ^ ^ sm iy, cos^i^i 



^0 



Dass die Constante V gewissen Bedingungen unterworfen werden 
muss, ist hieraus leicht ersichtlich. 

12) Au fg. Zwei gegebene Punkte Ä und B sollen so durch 
eine Curve verbunden werden, dass die Fläche, welche durch diese 
Curve, ihre Evolute und die Krümmungsradien in den Endpunkten 
der ersteren begrenzt wird, eiaen möglichst kleinen Inhalt habe. 
Man bestimme diese Curve unter der Voraussetzung, dass sie der 
X Axe ihre concave Seite zukehre. (Euler, meth, inv. Cap.III, No. 51). 

18* 
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Lös. Wenn a und h die Abscissen der gegebenen Punkte 
sind, so hat man (Vergl. Bd. II, S. 138) 

/«a Al -|-«/'2)2 
QHa -= i / ^ fr-^ dx zu einem Minimum zu machen. 






Ist allgemein J ^ 1 F{y\ y")dx^ wo a und 6 Constanten bedeuten, 



a 

so wird 



.^ ridF d dF\. f^\dF . ,f // d BF d' dF.. , 
und es muss, damit J ein Maximum oder Minimum werde, 

Als ein erstes Integral der Differentialgleichung 1) ergibt sich sofort 

dF_ d BF _ ^ 
By* dx By' *' 

Schreibt man die letztere Gleichung in der Form 

a(.F-(7,y ') d d{F-G^y') _ ,. 
di/ aic oy 

und beachtet, dass die Function F — Cxy die Variable x expUcite 

nicht enthält, so findet man für das Integral derselben 

4) F ~ Cy- - y" l^ü - C,. 

Im vorliegenden Falle ist F-^^— ^, '-, ^ „ \~f^) ' 

Die Gleichung 4) wird daher 

d+y-')' ^ «. . d+y")* _ c oder i^^±^*y')y" - 2 
— ^^ — <>i » H y/T t^ Oder -^^^^,^^1 - ^• 

Substituirt man zum Zwecke der Integration dieser letzteren Diffe- 

da 

rentialgleichung y' = tang a, y** = -^ j- , so folgt 

O/X cos CT 

(Cj cos*a4- Ci sin« cos«) da = 2dx oder 
|((7j 4- (72COs2a+ Ci sin 2a) da « dx, und wenn man noch 
cf = ^71 — ^9), da ^ — \dtp setzt, 

dir = — KCjj — Cjcosy + CiSiny)df 
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imd bieraua durch Integration 

t>) X x^ = — {(C^fp — Cisiny — ('i cos* 

Ferner ist dy •= lang adx — cotg \<f .dx = 

■=■ — i(C, + (7,cosy + C2siE9>)(i 

6) y — yo = — 5(Ciy + C,einy — Gicos^ 

Zufolge der Gleichungen 2) und 3) muss für x = 



der Ausdruck 



1 + y'' i' d'p I 



dx d'y dy d^x 

d(p d(f * äy dtp^ 

Tcrechwinden, d. h. die in Frage stehende Curve muss 

benen Punkten Spitzen besitzen, und da, wie die recht 

dx 
Gleichung erkennen lässt, -^ - — sein muss, so stel 

genten in den genannten Punkten senkrecht auf der 
ist nun zweckmäss^, die 2Axe durch die beiden gege1 
zu legen und o — 0, h — 2m anzunehmen, wo r ( 
Constante bedeutet. 

Bestimmung der Constanten. Im Anfanj 
Coordinaten ist a -= .Jjt, folglich gp — 0, und im 1 
a " — Itt, daher y — 27i. Setzt man qn = 2/1 in die 
5) und 6) ein, so ergibt sich Ci — — 8r, C, = 0; 
dagegen T ■= 0, so wird x^ -- — i C, — 0, po = — 4 Ca 
die Substitution der für die Constanten Xo, y^, C^ ui 
denen Werthe in die Gleichungen T») und (!) gehen 
über in x = r(y — singp), y = r(l — cosqc), 

und es ist somit die gesuchte Curve eine gewöhnliche i 

13) Aufg. Der Anfangspunkt eines rechtwink] 
natensystems soll mit dem Punkte x ^ u, y ^ b durc 
so verbunden werden, dass der Flächeninhalt der R 
fläche , welche entsteht , wenn die verlangte Curve u 
rotirt und welche durch einen Parallelkreis vom Radii 
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ist, gleich na*h sei, während zugleich der Rotationskörper ein mög- 
lichst grosses Volumen besitzt. 

Lös. Das Volumen, welches ein Maximum werden soll, ist 

x*dy ^ n I x^y*dx\ 

die Bedingungsgleichung lautet: 

xds = 2n I xy^l -{- y*^ dx ^ na^Tt. 



07 = 



Setzt 



man daher J ^ n i (x-y' — 2XxyJl-hy*^)dXf wo l einen 



unbestimmten constanten Factor bezeichnet, und 

F « x'^y^ — 2lxyjl 4-y*7 so hat man zur Bestimmung der verlang- 



dF 



vorliegenden Falle 3— = ist, ■^{ 



dF didF 

dy 

d idF 



ten Curve die Differentialgleichung ^ JT^/)' ) "* ^> ^^^^ ^* ™ 



Qy ^ "^''^ dx^dy*} 



Als ein erstes Integral derselben ergibt sich unmittelbar 

Sy' ^ ^ ^ 



Xix — " I a= 

V Jl -4- 7/^ / 



Const. 



^ Nun befindet sich der Coordinatenanfangspunkt auf der Rotations- 
axe; daher ist der Integrationsconstanten der Werth Null beizu- 

Diese letztere Gleichung zerfällt in die beiden folgenden 



legen, und es kommt 1) xlx - I «^ 0. 



2) X — 



2V 



= 0, 3) a; - 0. 



Durch Integration der Gleichung 2} findet sich 

oo^+{y-Vo?-4f^^; 

es ist hiernach die gesuchte Curve ein Kreis vom Radius 2L 

Zur Bestimmung der Constanten ^o ^^d X dient einerseits die 

/a 

xds « A'nk(2k — yJ4l^ — a*). 



wornach /- = — ;— ^ — ■- , andererseits die Bemerkung, dass die ge- 
fundene Curve durch den Punkt x — a, y ~= h geht, wodurch 



ya =^ fc + V^A- - a' wird. Damit der Kreis ausser durch 
X — a, y = h auch noch durch den Nullpunkt gehe, mut 
der gegebene Flächeninhalt tia^n einer gewissen Bedingu 
werfen werden. In allen Fallen, in welchen dieser Bedinj 
genügt wird, ist derjenige Theil der FAjte, welcher den 
mit dem Kreise verbindet, als zur Lösung der Aufgabe J 
betrachten. 

Specialfälle. 1) k — 2 ergibt l •= {a, je — ' 
Gleichung des Kreises ist a:' 4- fy — 6)' — «'. 
Für & — a geht dieser Kreis durch den Coordiiiatenan^ 

2) Für « - 1 folgt X = J^, y, =- 6+ T^* 

14) Aufg. Man bestimme die Form, die ein Sprei 
sitzt, nachdem das zu sprengende Material herausgeschl 
(üulmann: Der Minentrichter, Vierteljahresschrift d 
forsch. Gesellsch. Zürich, lOter Jahrgang, 1871, S. 28 - 4 

Lös. Wenn das zu sprengende Material homogen is 
der Minentrichter ofTenbar die Gestalt einer Rotation« 
annehmen, und es kann sich daher nur darum handeln, 
dian dieser Fläche zu bestimmen. Femer wird angenomi 
die Natur, um eine gewisse Masse Materials abzusprengen 
nimum Ton Kraft aufwende oder dass umgekehrt mit Ai 
einer bestimmten Kratt ein möglichst günstiges Resultat erzi 

Wählt man die Axe des Minentrichters zur XAxe 
Punkt, in welchem dieselbe aus dem Material heraustritt, 
fangspunkt eines rechtwinkligen Coordinatensystems nnd 
mit B die znr Axe parallele Kraft, welche durch die 
entwickelt wird und mit a den Winkel, den die Tangente : 
(x, y) des Meridians mit der XAxe bildet, so ist die Kr 
nente (senkrecht zum Flächenelement}, welche zum Ab« 
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Materials längs eines Flächenelementes erforderlich ist, «diJsina — 

-« dB , - • Nimmt man nun an , dass diese Kraft dem Flächen- 
ds 

elemente proportional sei und bezeichnet d«n Proportionalitätsfactor 

mit Q^ so besteht die Gleichung 

dR~- = Q2nyds oder dB = 2nQy^^^^ , und man hat 



«-^'■'/C-I)^-^''^/»B+^h 



ZU einem Minimum zu machen. Da die Function JP = yi— ;+y'l 
die Variable x explicite nicht enthält, so ergibt die Diflferential- 

r)TP /7 / r) TT' V 

gleichung .-, 1~\'P\ /) "^ ^» durch welche die gesuchte Curve 

dF 
zu bestinmien ist, das Integral F — y* pri = G^ also im vorlie- 
genden Falle y(-/+2^') — yV(l — -J « C oder 2^,^ G. 

Hieraus folgt x — iTo = \Gly oder y « e ^ , 

und es ist somit der Meridian des Minentrichters eine logarith- 
mische Linie. 

"3t| = ^(l Ti)'"' ^ liefert ^==±1. 

Es schliesst daher der Meridian an derjenigen Stelle, wo er die 

FAxe trifft, d. h. da, wo er das Material verlässt, mit der XAxe 

einen Winkel von 45® ein. 

2 ^^-^" 'o) 2 — — ^ - — 

Nun ist y' = ^ e ^ und daher 1 =- ^e ^ od. ^G = e ^ , 



2./- 



Setzt man e ^ == h, so ist auch W ^ b, und die Gleichung des 



.r 



Meridians wird y = be^ , 

Hierin bedeutet b den Radius des x *=^ entsprechenden 
(grössten) Parallelkreises; wird noch der Badius des Bohrloches 



mit a und die Tiefe des Minentrichters mit h bezeichnet 
fiir X = — Ä, y = o, dann sind die Grössen a, h und h i 

Gleichung t- = e * verbunden, woraus folgt h ^ hl — 

15) Aufg. Welche Gestalt müssten die Meridiane 
haben , damit die Erde bei unveränderter Masse M und 
derter Dichtigkeit / auf einen am Nordpol befindlichen m 
Punkt in der Richtung der Kotationsase ein Maximum 
Ziehung (nach dem Newton'schen Gesetze) ausübte? 

Lös. Wendet man räumliche Polarcoordinaten r, 
und wählt die Botationsaxe zur Ase und den Pol zum Änfi 
des Coordinatensystems, so ist 

«^ ,f,=0 '' r=» "^ 3=0 

Hierin bedeutet /(y) denjenigen Werth von r, wel 
aus der gesuchten Gleichung des Meritiiarfs ergibt. Die 
für die Integration nach ^ sind und ^n, da sich, wie n 
einsieht, nur auf der einen Seite der Tangentialebene 
Massentheile befinden kennen. Führt man die Integratio 
# und tp aus, so folgt 

jlf = \ny f \f\<(>)^wsy(p dtp = const. = Ä. 

)mponente der Anziehung i 
sich 

■^ ^^\ I I sinycosytiyiird^ ^ 2;^/ sin^pcosy) 

Nun soll A zu einem relativen oder 

2)'Jr J" lsin<f cos g>fy^)—ilsmg>[ f{<p)']Ad<f> 

zu einem absoluten Maximum werden. Setzt man behuft 
düng der Formeln des vorhergehenden § y = a; und f{^] 



Für die Componente der Anziehung in der Richtung der I 
axe ergibt sich 



Jf « Ä;; man findet a = W *,^ — tt. 
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geht die Gleichung -^ 5~(7)''') "" ^ ^^^^ ^^ 

sin X f cos :r — ly-} = 0. 
Dieser Gleichung wird genügt entweder durch sina; = oder 
durch cos x — ly^ = 0. Die erstere Gleichung liefert die Rota- 
tionsaxe und hat somit für das Problem keine Bedeutung; die letz- 
tere ergibt als Gleichung des gesuchten Meridians, wenn man zur 

Abkürzung \/ y *= ^ setzt, 

r = a V^os ff* 
Zur Berechnung der Constanten a dient die Bedingungsgleichung 

r 

Die Gleichung r -= a^cos<f gestattet eine einfache geome- 
trische Construction der verlangten Curve. 

16) Aufg. Ein materieller Punkt wird zu einem festen Punkte 

hingezogen durch eine Kraft, die umgekehrt mit dem Quadrate 

der Entfernung variirt. Welche Bahn beschreibt dieser Punkt, 

wenn er, von einem gegebenen Punkte Ä mit gegebener Geschwin- 

' digkeit ausgehend, sich so zu einem zweiten gegebenen Punkte J3 

hinbewegt, dass IvdSy wo v die Geschwindigkeit und ds das 

Bahnelement bedeutet, ein Minimum wird? 

Lös. Wählt man das Anziehungscentrum zum Pole und 
die Gerade OÄ zur Axe eines Polarcoordinatensystems ; ist ferner 
f die Intensität der anziehenden Kraft, r^ die Distanz des gege- 
benen Punktes Ä von und wird die Anfangsgeschwindigkeit 

kleiner als %/ - , etwa gleich \/ ■—- — — vorausgesetzt , so ist in 
der Entfernung r die Geschwindigkeit v ^ -^ — — • Es soll 



nun 



l-d - — Lylr'-\-r^d(py wo / für -r- steht und das Integral 
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zwischen zwei constanten , den Punkten A und B entsprechenden 
Grenzen zu nehmen ist, ein Minimum werden. 

Setzt man, mit Weglassung des constanten Factors yffj 

JP = -i/ ylr^+r^y so ist, da die Function F die Variable fp 

explicite nicht enthält, 

1) J^ — --rjL=- « Const. « 4h 

ein erstes Integral der Differentialgleichung, welche aus der An- 
nullirung der ersten Variation des Integrales Ivds hervorgeht. 
Aus der Gleichung 1) folgt 

und wenn man — — j?, j— -=- / substituirt 

r d(p 



r* « /', 



« [''-\)\~ 



«1 _ jg'». 



Die Differentiation dieser letzteren Gleichung ergibt die weitere 

deren allgemeines Integral 

4) ^ ^ -r + Coos((f — <Pq) ist. 

Zufolge der Gleichung 2) hat die Constante C den Werth 



a — b 



V ab''' 
Also ist 



^ "" ¥"*■ V ^«6* cos(y— qpo), ^'=' 



a — b 



^"^'V "ä~ ^^^('' — «^o) 



Macht man noch -^ = e, wodurch b = a(l — e') wird, so 

findet sich r = z — — ^ — ; — - — :, 

l-f-ccos(9) — SPo) 

So)|Bok6*s Aufgabenaammlan^. 11. ' 19 
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und es ist mithin die verlangte Bahn eine Ellipse, deren grosse 
Axe = 2a und deren eine Brennpunkt 0, der Sitz der anziehenden 
Kraft, ist. 

17) Auf g. Zwei gegebene Punkte sollen durch eine auf recht- 
winklige Coordinaten bezogene Curve verbunden werden, für welche 
das Product aus der Bogenlänge Ä in den Flächeninhalt B mög- 
lichst klein ausfällt. 

Lös. Sind Xq und x^ die Abscissen der beiden gegebenen 

yll + y^dx, B ^ I ydxy 
^l+y^dx. I ydx zu einem Minimum zu 



^0 ^0 



machen. Die erste Variation dieses Ausdruckes wird 

dJ ^Bö C ^iTy'^dx-i-Äd Tydx « d T {B yJT+^ + Äy)dx 



a?Q i»?o ^0 



- r \B -=I— dy' + ÄÖy) dx - 

Da in den gegebenen Punkten dy = ist, so verschwinden die 

Grenzglieder, und es bleibt daher, damit öJ^O sei, hur noch die 

By'' 
Gleichung Ä — , . x» = zu erfüllen. 

Als allgemeines Integral dieser Differentialgleichung findet man leicht 

Es ist sonach die gesuchte Curve ein Kreisbogen, welcher offenbar 
der XAxe die convexe Seite zukehrt. Die Constanten Ci und C^ 
können mit Hülfe der Bedingung bestimmt werden, dass der Kreis 
durch die beiden gegebenen Punkte gehe. 

18) Aufg. Man lege durch zwei gegebene Punkte, deren 
Abscissen Xq und Xi sind, eine Curve, für welche das bestimmte 
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s"c£r zu einem Maximum oder Minimum wird. Hierbei 

bedeutet n eine constante Zahl, und s ist die Bogenlänge der ver- 
langten Curve. 

öJ'^n s"-' 6s dx. 
Setzt man js^^^^dx — A^ so wird 

Nun ist <Js - <J/ Vl+y***» ■= / , ^ Sy'dX'- 







— r TT . -7- (dy) . AT und daher 



/•v|)^(*^ - [4'^' -/"*-l(^l)*. 



und -/%ds) = 4-/%4ug)dx. 



Jü a?, 



Damit eT ein Maximum oder Minimum werde, muss 

oder in anderer Form Ad[-j-\-{' J'-dA «= sein. 

Aus der ersteren dieser Gleichungen folgt sofort A-^ ^ c 

und hieraus A *= -7— • Ersetzt man in der zweiten Gleichung das 

ds 
Integral A durch den eben gefundenen Werth, so ergibt sich 



cd 
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-^^g.-.^ - oder c.(|).(g)V-.^ . 0. 
ds 

Substituirt man noch ^ — w, so wird dx « ds yjl — w^ und die 

vorhergehende Gleichung geht über in die folgende 

cdu-hu^^^^ds^i — u^ « 0, 
in welcher sich die Variablen s und u trennen lassen: 

u^ V 1 — te* 
Als ein erstes Integral dieser letzteren Differentialgleichung findet 

rieh c/-^4-j4-C?.=-^-^^V| + Ö..O. 

woraus man leicht erhält 

dy nc 



Die verlangte Curve muss hiernach so beschaffen sein, dass 
ihre. Gleichung der zuletzt gefundenen Differentialgleichung genügt. 
In dem speciellen Falle w = 1 ergibt sich ohne Schwierigkeit die 
Kettenlinie. (Vergl. Aufg. 8).) 

19) Aufg. Man bestimme die kürzeste auf der Cylinderfläche 
x^+y"^ = m^ liegende Linie, welche zwei auf dieser Fläche gege- 
bene Punkte mit einander verbindet. 

Lös. Denkt man sich die Coordinaten Xy y, ^ eines beliebigen 
Punktes der gesuchten Curve durch eine vierte Variable t ausge- 
drückt und bezeichnet mit ^, und U die zu den gegebenen Punkten 
gehörigen Werthe dieser Variablen, so ist 



- Nm-m-m^ 



s 

' t 



zu einem Minimum zu machen unter Berücksichtigung der Bedin- 
gungsgleichung - F = ic* + y^ — m' •=« 0. 
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Die letztere GleicBung wird identisch bofriedigt, wenn man 

X — m cos t, ^ = m sin ^ 
annimmt. Da sich die gesuchte Curre auf der Gylinderfläche be- 
finden soll, 80 muBs man für einen beliebigen ihrer Punkte ebenfalls 
haben x = ntoosj, y — msin^, und es kann sich daher nur noch 
darum handeln, die dritte Goordinate e als Function von / aosza- 
drücken. 

Nachdem auf diese Weise der BedingnngBgleicbung Rechnung 
getragen ist, genügt es offenbar, die verlangte Curve mit allen den- 
jenigen benachbarten Curven zu vergleichen, welche aus einer der- 
selben durch Verschiebung in der Richtung der ZAxe entstanden 

sind. Hiemach wird 



3s = — jdsd 



und es mtiss, damit s ein Minimum werde, 

Jd%\ ^ . dx , d» ds . 

= (— msin0* + (»»co8()'+c*(^l ="•* + <=*( ^) • 

Hieraue folgt -jr = , , ds — - j dt, s — - r , t + C. 

Die verlangte Curve ist sonach bestimmt durch die Gleichungen 

X = m(xst, y — msmt, s = — = t + (/, 

•jl—c* 

welche eine cylindrische Schraubenlinie darstellen. 

Soll beispielsweise die gefundene Curve durch die Punkte 

t — 0, X — m, y = 0, 3 — und 

f — n, flj — — m, y — 0, s — rni 

geben, so ergibt sich C — und ■■ -r = « ; 
Vi — c* 

X ~ mcast, y = mwat, s ~ nt. 

(Vergl. Bd. I, S. 218.) 
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20) Aufg. Eine Fläche von der Beschaffenheit zu finden, 
dass wenn man in einem Punkte P derselben eine Tangentialebene 
mit den Axenabschnitten OÄ, OB, OC construirt, 0^*+OJB*+OC- 
ein Minimum, d. h. kleiner sei, als für irgend eine andere durch P 
gehende Fläche. 

Lös. Bezeichnet man die laufenden Coordinaten mit S, rj, ^, 
diejenigen des Punktes P mit Xy y, ß, so lautet die Gleichung der 
Tangentialebene im Punkte P der gesuchten Fläche 

Hiemach ist OA — —{px-\-qy — «), 

OB — — Cpa; -4- 2y — 0), 
OC '^ — (px-^gy — e\ 

'und es soll F - OA^-^-OB^+OC^ - (^ ^A + l)(i>^ + 2y — ^)* 
ein Minimum werden. 

Setzt man zur Abkürzung px-\' qy — 5 •= Jf, so wird 

jj. _[_|M» + 2xJf(l+i + l)].Jp + 
und es muss gleichzeitig 

Sieht man von der Lösung ab, die daraus hervorgeht, dass man 
pX'\-qy — z «= macht, wodurch auch P = wird, so bestehen 
noch die simultanen Differentialgleichungen 

2. S.(p+,-a + l)- 



px + qy- 

P' 
px-{-qy- 


- e 


g3 





2»S 

Ans denselben folgt unmittelbar p^ = q*y. Ersetzt 
Gleicbting 1) p*x durch q^y, so folgt 

3) q*y +« — 0; daher ist auch 

4) p^x^z = 0. 

Wenn man zum Zwecke der Integration x als constan 
so ergibt die Gleichung 3) 

da e* , de dy 

q = j- -= 7 oder -- = — -^ . 

' # yi 7 ,ä 

Dnrcb Integration findet sich, indem man an Stelle der! 
constanten eine unbestimmte Function von x,'p{x', setz 

Auf analoge Weise liefert die Gleichung 4) 



»' x* + y,:y). 




Demnach isl — ji' + fra;! x* + <p(y) 


oder 


a:* + 9'(l) -j' + VW- 




Diese Gleichung kann nur bestehen, wenn 




^ + <p(x) - j,* + ipfj) - Coust. 


- o' 


Hiernach wird (f (x) — a* — «', ip iy) = a 


._,! 


chung der verlangten Fläche lautet daher 




J+S*+^-a'. 





21) Aufg. Eine krumme Fläche zu finden, welc! 
benem Flächeninhalt das grosstmögliche Volumen umscl 

Loa. Das Volumen eines durch die Flache g = 
grenzten Körpers ist bestimmt durch das Doppelintegral I 
und die Fläche desselben Körpers hat zum Äusdru 
1 +p' + 2" dxdy, vo p = ^5-, 2 — -^ • Hierbei 

der Gleichung der betrachteten Flä«he sich ergebene 
für beide Integrale die nämlichen. 



ff^ 



Im vorliegenden Falle ist F «= j jzdxdy zu einem Maximum 
zu machen unter Berücksichtigung der Bedingungsgleichung 

A « ffyJl-i-p^-\-q^dxdy. 
Hat man allgemein J ^ J J F{ßy |>, q) dx dy , so ist 



^1 y, 



"-/•/■ßf-i(f)-i(f)]'"^*- 

Vi ""i 

und es muss, damit J ein Maxünum oder Minimam werde, dJ — 0, 



Vi 

3) j -g-dzdx =» sein. 

Für die hier zu lösende Aufgabe ist nun 

J ^ jj(z — 1^1 +i>* + q^)dxdy, wo l einen unbestimmten 
Constanten Factor bedeutet, 

dF i-q ^ ^(^E\ r + rg» -pqs 

dq^ yji+pi + qi' dx\dpl~ (i+^i + ^.)l' 

''**'"" aä^' ^ " ä^^' ^ "^ ö^' ^"^ *^® Gleichung 1) ver- 
wandelt sich m l+l ^^ f = oder 

(1 +p' + q-^r 

i + {l+q^)r — 2pqs + a +r)t _ Q 
* (1 +p» + 2*)* 
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Hiernach ist, wenn man die Hauptkrümmangsradien in irgend 
einem Punkte {x, y, e) der betrachteten Fläche mit Bt und B^ be- 
zeichnet, (VergL Bd. I, S. 158), 

Ri R^ X 

Es besitzt demnach die verlangte Fläche in jedem ihrer Punkte 
dieselbe mittlere Krümmung. 

22) Aufg. Es soll durch eine gegebene Raumcurve eine 
krumme Fläche gelegt werden, deren Flächeninhalt ein Minimum 
sei (Minimalfläche.) 

Lös. Durch eine Rechnung, welche der in der vorhergehenden 
Nummer durchgeführten ganz analog ist, findet man den Satz: In 
jedem Pimkte einer Minimalfläche ist die mittlere Krümmimg gleich 
Null, oder, was dasselbe ist, die Hauptkrümmungsradien sind ein- 
ander gleich, aber von entgegengesetztem Vorzeichen. 

23) Aufg. Man beweise mit Hülfe der Variationsrechnung 
den Satz, dass die Schmiegungsebene in jedem Punkte einer kür- 
zesten (geodätischen) Linie auf einer gegebenen Oberfläche durch 
die Flächennormale ^eht. 

Anl. Sei F{x^y,z) =0 die Gleichung der gegebenen Fläche, 
und es werde durch zwei gegebene Punkte A und B dieser Fläche 
eine beliebige Curve * gelegt. Denkt man sich die Coordinaten rc, 
y, e irgend eines Punktes der Curve durch eine vierte Variable t 
ausgedrückt und sind t^ und t^ die den gegebenen Punkten ent- 
sprechenden Werthe derselben, so ist die Länge des Curvenbogens AB 

Damit L ein Minimum, d. h. die Linie eine geodätische werde, muss 

verschwinden und zufolge der Bedingungsgleichung F(x, y, ;?) «« 
zugleich dF » sein. Man hat demnach die Gleichungen 

19* 
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d 

dt 



Bf f)V f^V 

-dx^''^ -dy^y+ -w^'-^' 



Aus denselben folgt 

±ldx\_ SF didy] SF d^ldz] .öF 
dt Vdsl dx' dt\dsl^ dy' dt \ds / ^ ^ 8z' 

wo X eine constante Zahl bedeutet. Nun sind die ersten Glieder 
dieser Gleichungen den Cosinus der Winkel, welche die Haupt- 
normale im Punkte (rr, y, 0) der Curve mit den Coordinatenaxen 
einschliesst, die zweiten Glieder dagegen den Cosinus der Winkel, 
welche die Flächennormale in demselben Punkte mit den Coordi- 
natenaxen bildet, beziehungsweise proportional. (Vergl. Bd. I, S. 154 
und 157.) Hieraus kann leicht geschlossen werden, dass die be- 
treffenden Cosinus selbst einander gleich sein müssen, wodurch der 
verlangte Beweis geleistet ist. 



Druckfehler. 

L TheiL 

Seite 182 Zeile 10 v. u. lies y «* — x — ^a statt y — — x — a. 
„ 207 „ 6 „ „ „ je nachdem x negativ oder positiv ist. 

IL TheiL 

Seite 96 Zeile 2 v. o. lies erzeugten statt ezeugten. 

„ 104 „ 9 ^, „ „ Vi — e^sinV » Vi — ßsinV- 
„ 177 „ 7 „ „ „ über, „ , über. 
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